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µZ¼fuY�¹ÂÆ¨»�Á�ÄrzË�Ze����¶�§
Section 1.1

�µZ¼fuY�¹ÂÆ¨»�Á�ÄrzË�Ze
�{�Y{�dË��]�½|¼e�ÉY�Y�{�Ä]�ÉYÄrzË�Ze�dÌ �«�¹|��Á��¿Z���«YÁ��{

��»��{�Ê¿ÂÀ¯��Ze�ÄÌ^��Ê�Ze�Á������Á���»��{��Ã|»M�d�{Ä]�{ÔÌ»��Y�¶^«�µZ��������{�É�Z]�Z¼«��Y�É|ÅYÂ��Ä¯�{Â�Ê»�Äf¨³
�d�Y�Äf�Y{�µZ¼fuY�É�ÂXe�È �Âe��{�Ê¼Æ»��¬¿��Ze�Á�É�Z]�Z¼«�Ä¿Z¨�Pf»� �d�Y�Ã|»M�d�{�Ä]��{ÔÌ»��Y�¶^«�µZ�������

Êy�]��{�ªÌ«{�µZ¼fuY�½{�ÁM�d�{Ä]�Á�¶u��{�Ê ��Ä¯�|���Z£M����½�«��{��Z»�§�Á��µZ°�Za���Âe�Ê�ZË���Â��Ä]�µZ¼fuY�É�ÂXe
�É{|�� �Â�� Ä]��Ê¸WZ�»�¾ÌÀq�¶u� Ä]� ���� ½�«�� Ä¸Ì·Z³� Á� ½Y{�Z¯� �Ì¿� ZÆ¿M� �Y� ¶^«� Äf^·Y� �|Àf�Y{�Ê�ZË�� �Â�� Ä]�É�Z]�Z¼«� ¶WZ�»

�|¿YÄfyY{�a
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�¿Y{�¾Ë�f¼Æ»�½YÂÀ��Ä]�|ËZ]� Ã�Á�»Y�Ê·Á� ,{Â]� Ã|���Y|]Y��¿Z��ÉZÆË�Z]�Ê���]�ÉY�]� �Z£M� �{�º¸��¾ËY�Ä¯�d�Y� Ã{Z ·Y©Â§� �µZ°�Za
�|ËM�{�É��]

ÉY�]�ÉYÄ¿Z´Ë�Ê¼¸��¦Ë� e�,ºÌÀ¯Ê»�Ã{Z¨f�Y�Ã�»�Á��Ê³|¿���{�0Z¼WY{�Y��Ê¼ÌÅZ¨»�¾ÌÀq�Ä°ÀËY�º£�Ì¸��Á�µZ¼fuY��Ì�Á�{�]�Z¯�{ÂmÁ�Z]
�Y�«�½Y�´Ë{�{Z¬f¿Y�{�Â»�0Y| ]�®Ë��Å�Ä¯�d�Y�Ã|��µZ¼fuY��Y�Ê¨¸fz»�¦Ë�Z e�µZ¼fuY�É�ÂXe�|���xË�Ze�µÂ���{�Á�{�Y|¿�{ÂmÁ�µZ¼fuY

�d�Y�Äf§�³



�
�{�¯�Ã{Z¨f�Y�½YÂeÊ¼¿�Ê�ZË��É�ÂXe�®Ë�ÉZÀ^»�½YÂÀ��Ä]�ZÆ¿M��Y�Ä¯�|¿�Y{�ÊeÓZ°�Y�Äf�~³�¦Ë�Z e

����½�«��{�µZ°�Za���Âe��µZ¼fuY�®Ì�Ô¯�¦Ë� e���
��Y�d�Y�c�Z^� È «YÁ�µZ¼fuY�,|�Z] ÄÀ°¼»�lËZf¿�¶¯�{Y| e�,�ºÌÀ¯Ê»�¦Ë� e�ªÌ«{�| ]��Ê§{Z�e��ËZ»�M�®Ë��{��³YA N

AN
P(A) � �

N ÄÀ°¼»�lËZf¿�¶¯{Y| e
[Â¸�»�lËZf¿�{Y| e

�É�Z»M�¦Ë� e��Ê^�¿���¿Z¯�§��Ê¿YÁY�§�¦Ë� e���
�|��Ê§� »�®Ì�Ô¯�¦Ë� e�sÔ�Y�ÉY�] ��Âe��������É�Zm�½�«��{��Z]�¾Ì·ÁY�¦Ë� e�¾ËYVon Mises

�ºË�Y{�±��] ÉY�]�,ºÌÅ{�¹Zn¿Y��Z] Y��Ê§{Z�e��ËZ»�M��³Yn nAnP(A) 
n

��fÆ]��Ì^ e�Ä]�ZË�,A
n

n
P(A) ��lim

n
�

���

ÊÀÅ}�¦Ë� e���(Subjective)
�d�Y��»Y�®Ë�Ä]�{Z¬f�Y�½Y�Ì»��Y�É�ZÌ »�½YÂÀ��Ä]�µZ¼fuY�Ä]���´¿

�|�Z]Ê»��»Y�®Ë�d¬Ì¬u�Ä]�Z»�{Z¬f�Y�½Y�Ì»��´¿ZÌ]�µZ¼fuY�ZnÀËY��{�,d�Y�¹�n»�����µZ¼fuY�Ä]�ºÆf»�½Ô§�ºÌËÂ³Ê»�Êf«Á�0Ôj»
Ä]�|ËÂ´]�É�´Ë{��z��­�Y|»�Á�¶ËÓ{�½Z¼Å�Z]�d�Y�¾°¼»�Á��d�Y ��{�Y{�Ê´f�]�Ã|ÀÀ¯�cÁZ�«�Ä]��ZÌ�]�¾ËY�Äf^·YSubjective

�d�Y�¹�n»�����µZ¼fuY
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Ê·Â�Y�¦Ë� e���(Axiomatic Definition)

�]�µZ¼fuY�ZnÀËY��{� ��{�Ì³��Y�«�ÄmÂe�{�Â»�Ze�|Ì�¯�µÂ��ZÆ·Z��Äf^·Y��|��ÄWY�Y������µZ���{ ��Âe�¦Ë� e�¾ËY
©|��Ä¿Z³Ä��È�Â�Â»�µÂ�Y��{�|ËZ]�Á�{Â�Ê»�Ã|Ì»Z¿�Ä «YÁ�½M�µZ¼fuY�Ä¯��É{|��Ä «YÁ��Å�Ä]�Á�{Â�Ê»�ÄWY�Y�Ã�Y|¿Y�É�ÂXe�ÉZÀ^»
Á�d�Y�ÃYÂz·{� �Ä�Â�Â»�µÂ�Y��ËY���LZ��Y���§� Z]��{Â��Ã{Y{�d^�¿�Ä «YÁ��Å�Ä]�É{|��Äq�Ä°ÀËY� �{Â�Ê»�Ã{Y{�d^�¿� �|À¯
É�ÂXe� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� ,ZÅÄ «YÁ�ÉY�]��Á�¨»�cÓZ¼fuY�¾ËY�dv����§� Z]� Z»Y� �|�Z]� Äf�Y|¿�dÌ «YÁ� Z]�¶»Z¯�ª]Z�e�d�Y�¾°¼»

�ºË�ÁM�d�{Ä]�Y��½Z»��¿�{�Â»��´Ë{��ËZ«Á�µZ¼fuY�ºÌ¿YÂeÊ»�µZ¼fuY

¥Á�³Â¼·Â¯

�{�Y{�{ÂmÁ��ÊeÓZ¼fuY�É�Z�·|»��{��Ä¸u�»�Ä��ÊÀ Ë

½|»M��y�ZË��Ì��¶j»��ºÌÀ¯�µ|»�ºÌÅYÂyÊ»�Ê·Z¼fuY�c�Â��Ä]�Y���ËZ«Á��Â«Á�,Ê³|ÌrÌa�¶Ì·{�Ä]�Ä¯�ºÌÆmYÂ»�ÉYÄ�Á�a�Z]� ��
0ZeY}�Ä°ÀËY�ZË��Ê°Ë�Ì§�¾Ì¿YÂ«��]Ze�Á ®Ìf�ÌÀÌ»�e{�ÉZÅÄ�Á�a��«YÁ��{�,YÂÅ���Á�ÊÀÌ]�Ìa�ZË�Á�Ä°�(Deterministic)

�ºË�Ì³Ê»���¿��{�Y� cÓZ¼fuY�, ÉZÅÄ «YÁ�ÉY�]�Y~·� ��Ê»Âf¿YÂ¯�®Ì¿Z°»�¶j»��d�Y�ÊeÓZ¼fuYP(A ) Ai i

Y� �ËZ«Á�µZ¼fuY�µÓ|f�Y�Á�ª�À»��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�,|ÀÀ¯�LZ��Y�Y��ÊÀÌ »�È�Â�Â»�µÂ�Y�ZÅ Ä°ÀËY���§�Z]� ��P(B ) B P(A )
�ºÌÀ¯�Ê»�Ä^�Zv»

i i i

�|Àf¨Ì]�©Z¨eY µZ¼fuY�Ä] �ËZ«Á�¶¼���{�Ä¯�ºÌÀ¯Ê»�ÊÀÌ]�Ìa� ��P(B ) Bi i
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Á�d�Y�ZÆ¿M��]�º¯Zu�¾Ì¿YÂ«�Á�ZÅÃ|Ë|a�Ä]�d^�¿�Z»�¶Æm��Y�Ê�Z¿�Ã�YÂ¼Å�cÓZ¼fuY��Y�Ã{Z¨f�Y�{Â���Â�e�d�Y�¾°¼»�Ä°ÀËY��´Ë{�Èf°¿
,ºÌÀ¯Ê»�Ã{Z¨f�Y�®Ìf�ÌÀÌ»�e{��Ì·Z¿M��Y�Êf«Á�{�YÂ»��Y�É�ZÌ�]��{�Ä¯�d�¿Y{�|ËZ]��«YÁ��{�Ê·Á� �ºË�Ì³Ê»��Ìa�Y��ÊeÓZ¼fuY��Ì·Z¿M�Y~·

�d�Y��f�Ì]�½M��{�cZ�Ô�Y�¾f�Y~³��ZÀ¯�Á�¶Æm�½Y�Ì»�\eY�»�Ä]�Ä¯�ºËYÃ{�¯�Ã{Z���|«½M�Y��Ä·P�»
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½ZÆm��Y�Ä¯�ÊeÓZ¼fuY�µ|»�Z]�½M��{�Z»�Á�d�Y�Ê»ÂÆ¨»� 0Ô»Z¯�¹Á{�È¸u�»�Ä¯�Ê·Zu��{�,|¿�Y{��Z¯�Á����k�Zy�½ZÆm�Z]���Á���¶uY�»
Ê¬�À»�ªÌ«{�Á�¶»Z¯�cÓÓ|f�Y�ÉZÀ^»��]��Ìq�Ä¼Å� �d�Ì¿�Ê¿Z¼³�Á�ÄÆ^��Á�®��pÌÅ�¹Á{�È¸u�»��{� �ºË�Y{��Z¯�Á����ºËYÄfyZ��k�Zy

�{Â]�|ÅYÂy�Ê·Ó|f�Y�Á�ªÌ«{�0Ô»Z¯�Ê¼¸���Ì¿�µZ¼fuY�\Ìe�e�¾ËY�Ä]�ÊÀ Ë� �d�Y

,d�Y�k�Zy�½ZÆm�Ä]�cÓZ¼fuY�½{Y{�d^�¿�Ä¯���Á���¶uY�»��{�Äf^·Y� �ºÌÀ¯Ê»�Ã{Z¨f�Y�µZ¼fuY�Ê·Â�Y�¦Ë� e��Y�Z»���{�¾ËY��{
�d�Y{�|ÅYÂz¿�ª]Z�e�Ê «YÁ�lËZf¿�Z]�0Z»Á�·�lËZf¿�Ä¯�Ã|ËZ§�Äq�{Â��Äf¨³�d�Y�¾°¼»� �{Â�Ê»��«YÁ�|Ì¨»�µZ¼fuY�¦Ë�Z e��ËZ���Y�Ã{Z¨f�Y

�d�Y��Â�¾Ì¼Å��Ì¿�É�´Ë{�º¸���Å��{�Ê·Á

�{�Är¿M�ÉY�]�\Ë�¬e�Z]�Y���Ì·Z¿M�ÈnÌf¿�Á�ºÌÀ¯Ê»��Ì·Z¿M�Á�Ã{�¯���§�Y��|Àf�Å�k�Zy�½ZÆm��Y��eÃ{Z��Ê¸Ìy�\¸£Y�Ä¯�Y��ÊËZÆ·|»�Z»
�ºË�Y{��Y|»�É�ÂXe��{�0Ôj»� �ºÌÀ¯Ê»�ÊÀÌ]�Ìa�|f§YÊ»�©Z¨eY�k�Zy�½ZÆm

I
Vµ|»�{Ây�µMÃ|ËY��Ì·Z¿M��{�Z»�Är¿M�Z]�Ê «YÁ�d»ÁZ¬»� �R �

Ä]�Ê·Á� �|À¯Ê¼¿�d¬]Z�»�|Å{Ê»��Y|»�É�ÂXe�Ä¯�Êz�Za�Z]� 0Ô»Z¯�ºË�Y{�k�Zy�½ZÆm��{�Ä¯�É�Y|»�x�Za�Y~·�Á�d�Y�cÁZ¨f»�ºËYÃ{�¯
�d�Y�Ã{Z¨f�Y�¶]Z«�½M��Y�Ê^Ë�¬e�½YÂÀ�
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�¬§��³Y�ºÌÀ¯Ê»�É���Y� d»ÁZ¬»�Á{�Êf«Á� �{�Y{ �Âu�Á�µÂu�Ê Ë�Âe�Ä°¸]�,d�Ì¿ 0Z¬Ì«{ d»ÁZ¬»��Y|¬»�0Ôj»2 2 2 2� � � �
�{�Y{�Ê�Zy��Ë�Âe�Á��Ë{Z¬»�l¿��®Ë�ºÅ�½M�Ä¯�Ê·Zu��{� �d�Y Ä¸�Zu�d»ÁZ¬»�ºÌËÂ³Ê»�,ºË�]��Z¯Ä]�Y��ZÆ��Âf»4 �

Ê·Zu��{�,{Â�Ê»�ÊÀÌ]�Ìa�¾Ì»��Z]�½M�{�Ây�]�¶v»�ÉY�]�Ä�¬¿�®Ë�®Ìf�ÌÀÌ»�e{�Ç{Z���Ì·Z¿M��{�,{Â�Ê»�[Ze�a�Êf«Á�_Âe�È·Â¸³�ZË
�|ËMÊ»�d�{Ä]�¦¸fz»��Z¬¿�µZ¼fuY�Ê·Z´q�½Y�Ì»�¾ÌÌ e�Z]�Ä�Âv»�®Ë�ÊeÓZ¼fuY��Ì·Z¿M��{�Ä¯



µZ¼fuY�Ê�Z�Y�ºÌÅZ¨»����¶�§
Chapter 2, Section 1.2

ZÅÄ�Â¼n»�É�ÂXe�É�ÁM{ZË ��
µZ¼fuY�Ê·Â�Y�¦Ë� e�Á�µZ¼fuY�ÉZ�§ ��

µZ¼fuY��´Ë{�¦Ë�Z e�Á�ZÅÄ «YÁ�µZ¼fuY�¾ÌÌ e ��
Ê^Ì¯�e��Ì·Z¿M��]�É�Á�» ��

µZ¼fuY�ºÅ�lËZf¿�Z]�ÉZÆ�ËZ»�M��{�ZÅÄ «YÁ�µZ¼fuY�¾ÌÌ e��Y�ÊËZÆ·Zj» ��
Ê����µZ¼fuY ��

¶¯�µZ¼fuY�ÈÌ�« ��
�Ì]�ÈÌ�« ��

¶¬f�»��ËZ«Á ��
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�½YÁY�§���Z¯�Á����ZÅÄ�Â¼n»�É�ÂXe� Z]�µZ¼fuY��{� Y�q�Ä¯�ºËÂ��ZÀ�M�µÁY�Ê·Á� �ºÌÀ¯�Ê���]� Y�� ZÅÄ�Â¼n»�É�ÂXe�ºÌÅYÂyÊ»� Y|f]Y
�ºË�Y{��Z¯�Á����Ê§{Z�e�ÉZÆ�ËZ»�M�ZË�cY|ÅZ�»�Z]�µZ¼fuY��{�0ÓÂ�Y� �ºÌ]ZËÊ»

�Ä°��ZË��Ze�¾fyY|¿Y�0Ôj»�,d�Ì¿�¹Â¸ »��Ìa��Y�½M�ÈnÌf¿�Ä¯�d�Y�Ê�ËZ»�M Ê§{Z�e��ËZ»�M(Random Experiment)

�ËZ»�M�®Ë�ÉY�]�ÄÀ°¼» lËZf¿�ÈÌ¸¯�È�Â¼n»��Y�d�Y�c�Z^� ZÅÄ¿Â¼¿�ÉZ�§�¦Ë� e�ª^�(Outcome) (Sample Space)
µZu�¾Ì�� �{�Ê·Á� ,{Â��¹Zn¿Y� �Z]�®Ë��¬§�Ê�ËZ»�M�d�Y�¾°¼»� Ä¯�|ÌÀ¯� ÄmÂe��ºÌÅ{Ê»��ËZ¼¿� � ZË� Z]� Y��½M� Ä¯�Ê§{Z�eS

�{Â�Ê»�¦Ë� e �Y�ÉYÄ�Â¼n»��Ë���Å�ÉY�]�µZ¼fuY�Á��|�Z]�Ê§{Z�e��ËZ»�M
�

�

��Ä¿Â¼¿��Z¬¿i�� �

�"

1 2

N

�

�{�Y{�Â�����Ä¯ �ºË�Y{�Ä°��¾fyY|¿Y��ËZ»�M��{�0Ôj»{H, T}��

�{�Y{�Â�����Ä¯ �ºË�Y{��Ze�¾fyY|¿Y��ËZ»�M��{�ZË{ f , f , f , f , f , f }�� 1 2 3 4 5 6



�

��Y�d�Y�c�Z^���Ze�{|��½|»M�kÁ��È «YÁ�0Ôj»

�ºË|À»�ZÌ¿�ZÅÄ�Â¼n»�É�ÂXe�Ä]��Zv·�¾Ì¼Å�Ä]

�{Â�Ê»�¦Ë� e�ZÅÄ «YÁ�ÉY�]�µZ¼fuY� �|À»Z¿Ê» Ä «YÁ�Y��Ä¿Â¼¿�ÉZ�§��Y�Ä�Â¼n»��Ë���Å(Event)

i 2 4 6A { f : i } { f , f , f }� �|�Z]�kÁ�
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�ZÅÄ�Â¼n»�É�ÂXe�É�ÁM{ZË
� _Âe� �|À¿Z»� �|ÀËÂ³�Ä�Â¼n»�Y��LZÌ�Y��Y�ÉYÄf�{�� Ä�Â¼n»{a, b, 2, } (Set)

Ä]�®Ë���ZÀe����Z¼��¶]Z«�{Á|v»Z¿�,{Á|v»�|¿YÂeÊ»�Ä�Â¼n»�ÉZ��Y�{Y| e� �|ÀËÂ³ ��À��®Ë�Y��Ä�Â¼n»�Â����Å(Element)
�d�Ì¿�ºÆ»�ZÅÄ�Â¼n»�ÉZ��Y��{�\Ìe�e� �|�Z]���Z¼��¶]Z«�Ì£�ZË��Ê Ì^��{Y|�Y�Z]�®Ë

�|�Z]��Ì¿ Ä]�ª¸ f» Â����Å��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�, �|ÀËÂ³ È�Â¼n»�È�Â¼n»�Ë��Y� È�Â¼n»B A A �B B A

� Á �³Y�ZÆÀe�Á��³Y�,|ÀËÂ³ È�Â¼n»�ÉÁZ�»�Y� È�Â¼n»B A A B B A� �

�m�»�È�Â¼n»�Y����¿�{�Â»��ÉZÆ¿Z¼·Y����ZÀ��¹Z¼e�¶»Z��È�Â¼n»��|ÀËÂ³

ZË �|ÀËÂ³�ÊÆe�Y��Â���|«Z§�È�Â¼n»{ }��
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� �{ZveY���Z¼fmY(Union)
ZË� È�Â¼n»A B A ∪B���Á{��Å��{�ZË �{�ZË �{�ZË��|À�Z] �{�ZË �{�Ä¯�d�Y�É��ZÀ��È�Â¼n»�,�B A B A

� ­Y�f�Y(Intersection)
�|À�Z] �{�ºÅ�Á �{�ºÅ�d�Y�É��ZÀ��È�Â¼n»�,� ZË� È�Â¼n»B A AB A ∩B

�|À�Z]�Äf�Y|¿�Ê¯�f�»�Â���ÊÀ Ë�, �³Y�ZÆÀe�Á��³Y�,|ÀËÂ³ ºÅ�YY|m�Y��Ä�Â¼n»�Á{A B (Disjoint)∩ ��

� Ä�Â¼n»�®Ë�¶¼°»(Complement)

Z]�Y��½M�Á�|À�Z^¿ �{�Ä¯��m�»�È�Â¼n»�ÉZ��Y�¹Z¼e�¶»Z��d�Y�ÉYÄ�Â¼n»�, È�Â¼n»�¶¼°»A AcAZËA�ºÌÅ{Ê»��ËZ¼¿

�Z]�d�Y��]Y�] Á È�Â¼n»�Á{�¶�Z¨e�¦Ë� e�ª^�B A

A B A B��� ∩



�

� ½5Á�¹Y�³ZË{(Venn Diagram)

�
A

A B∩

B
�

A

A B∪

B

�
A

B
A B�

B A�

A
A

�
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�d§�³�ÄnÌf¿�½YÂeÊ»��Ê³{Z��Ä]��©Â§�¦Ë�Z e��Y
1) A ∪ 2) A ∩ A 3) A ∪ A 4) A ∩��� �� ��� ����
5) B A A B A 6) B A A B B� � ∪ � � � ∩ �
7) A B ,B C A C 8) A ∪B B ∪A ,A ∩B B ∩A� � � � � ���É=| e�½Â¿Z« ��ÊËZn]Zm�½Â¿Z«

9)
(A ∪B)∪C A ∪(B∪C)
(A B) C A (B C)

��
� ∩ ∩ � ∩ ∩�

���{�Y|¿�Ê»Á�·��f¿Y�a�ÊÀ Ë��É�Ë~ad¯���½Â¿Z«

10)
(A ∪B)∩C �(A ∩C)∪(B∩C)
(A B) C (A C) (B C)
�
� ∩ ∪ � ∪ ∩ ∪�

��É�Ë~a�Ë�Âe�½Â¿Z«

11)
(A ∪B) A ∩B

(A ∩B) A ∪B

� ��
�

���
��½Z³�Â»{�¾Ì¿YÂ«



�

��Y�§Y
�Ä¯�|À�Z]�½ZÀq½M ÊÆe�Ì£�ÉZÅÄ�Â¼n»��³YA ,A ,…,A

�i ��j:A ∩A ��� , A ��

�|Àf�Å �Y�É�Y�§Y�ZÅ ºÌËÂ³A

1 2 m
m

i j i
i 1�

i

∪
�

�Êe�Z¯{�[��¸�Zu
c�Â��Ä]�ÉZÅ\e�»�kÁ��¹Z¼e�È�Â¼n»��Y�d�Y�c�Z^��� ��ZÀ��Z]� È�Â¼n»��{�� ��ZÀ��Z]� È�Â¼n»�Êe�Z¯{�[��¸�ZuB A� �

C A B ( , )� ����{Â�Ê»�Ã{Y{�½Z�¿ c�Â��Ä]�Á
��d�Y�ºÆ»�\e�»�kÁ���{�\Ìe�e�Ä¯�|Ì¿Y{Ê»��d�Y{�|ÅYÂy�Â�� , ,|�Z]�Äf�Y{�Â�� , Á�Â�� , �³Ymn A B n B m A

j i

i j�

�

�Z]�d�Y��]Y�]��{Ây��{ È�Â¼n»�Êe�Z¯{�[��¸�Zu��µZj»A {H, T}�

C A A {(H,H),(H, T),(T,H),(T, T)}� � �

�ºÌÀ¯�s��»�Y��µZ¼fuY�Ê·Â�Y�¦Ë� e�ºÌ¿YÂeÊ»�µZu

�
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A
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�Ä°��¾fyY|¿Y��ËZ»�M��{

�Ä°��Á{�¾fyY|¿Y��ËZ»�M��{

��Ze�Á{�¾fyY|¿Y��ËZ»�M��{

�µZ¼fuY�ÉZ�§
�{Â�Ê»�¶Ì°�e��Ë��¶»YÂ���Y��ËZ»�M�®Ë�ÊeÓZ¼fuY�µ|»�ZË�µZ¼fuY�ÉZ�§

�ËZ»�M�ÉY�] ÈÀ°¼»�lËZf¿�ÈÌ¸¯�¶»Z� È�Â¼n»� ���

�|¿Â�Ê»�Ã|Ì»Z¿�Ä «YÁ�Ä¯ ÉZÅÄ�Â¼n»�Ë�� ��
�{Â�Ê»�Ã{Y{�d^�¿��Ä�Â�Â»�µÂ�Y�ª^���ZÅÄ «YÁ��Y�®Ë��Å�Ä]�Ä¯ {|�� ��P(A)

�i

�

ZÅÄ¿Â¼¿�ÉZ�§(Sample Space)� �Ê§{Z�e��ËZ»�M�®Ë�ÉY�]�ÄÀ°¼»�lËZf¿�ÈÌ¸¯�È�Â¼n»��

��{H, T} ��Â�����ÉY�Y{

{(H,H),(H, T),(T,H),(T, T)}�� ��Â�����ÉY�Y{

i j{( f , f ) : i, j 1, 2,…,6}�� � ��Â������ÉY�Y{

www.AbarProject.ir



�

��� ZË� � 5pÌWÂ���ZÆq�Z]�É�Y|»��{1 0 ON/OFF
��{0000,0001,…,1110,1111} ���Ê§{Z�e�É�ÀËZ]�ÊfÌ]��ZÆq�{Y|�Y��Â���������ÉY�Y{

��Y|»��{�Ê°Ë�f°·Y�½Z¼·Y�®Ë��¼��µÂ�
{T:0 T }�� �� ���

�d»ÁZ¬»�®Ë�ÉÁ���ËÂ¿��Zf·Á
{V: V }�� ���� ���

�

�|ÀËÂ³�Ä «YÁ�Y��ZÅÄ¿Â¼¿�ÉZ�§�È�Â¼n»�Ë���Å�� Ä «YÁ(Event)

��Ze�¾fyY|¿Y��ËZ»�M��{

�Ä°��Á{�¾fyY|¿Y��ËZ»�M��{

�Ê°Ì¿Á�f°·Y�½Z¼·Y�®Ë��¼��µÂ��{�Â»��{

i 1 2 3 4A { f :i 4} { f , f , f , f }� � �

A { } {(H,H),(H, T),(T,H)}� �|�Z]��Ì��ZÅÄ°���Y�Ê°Ë�¶«Y|u

A { } {T:0 T 5h}� � �� �|�Z^¿�d�Z�����Y��Ì]�½Z¼·Y��¼�
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�|�Z] ÉZ��Y��Y�Ê°Ë��ËZ»�M�ÈnÌf¿�ÃZ³��Å�,d�Y�Ã{Zf§Y�©Z¨eY È «YÁ�ºÌËÂ³A A
Ê§{Z�e��ËZ»�M�¹Zn¿Y��Z]�®Ë��{�Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂe(Trial)�|»Z�Ìa��ÄnÌf¿�®Ë�,(Outcome)ÉZ��Y��Y�Ê°Ë��{Â�Ê»�¶�Zu�,�

�|¿YÃ{Zf§Y�©Z¨eY�Ê¨¸fz»�ÉZÅÄ «YÁ�½Z»�¼Å�Ê·Á

�|Àf�Å Á {Ây�,�ZÅÄ «YÁ� ÉZÅÄ�Â¼n»�Ë��È¸¼m��Y� ��

�Â���0Z¼¸�»��ËZ»�M�ÈnÌf¿�Y�Ë��,|ÀËÂ³ Ê¼fu�È «YÁ�Y�(Sure Event)��a� �d�Y��|f§YÊ»�©Z¨eY

��Y�ÉÂ���|¿YÂeÊ¼¿��ËZ»�M�ÈnÌf¿�Y�Ë��,|f§YÊ¼¿�©Z¨eY��³�Å�Ä¯�|ÀËÂ³Ê» ÊjÀy�È «YÁ�ZË�¾°¼»Z¿�È «YÁ�Y�(Null Event)
�|�Z] ÉZ��Y�

�ÊÀ Ë�,|À�Z]�ºÅ�YY|m Á ÉZÅÄ�Â¼n»�ÃZ³��Å�,|ÀËÂ³��Ê«Ôf»�Ì£�ZË��¼n·Y�Ä ¿Z»���Z³�Z�Z¿�Y� Á È «YÁ�Á{B A B A

A B∩ ��
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�|ËZÌ]���{|���Ze�¾fyY|¿Y��ËZ»�M��{�Ä°ÀËY�È «YÁ�0Ôj»� �|ÀËÂ³�Ã{Z��È «YÁ�,|�Z]�Äf�Y{�Â���®Ë�ZÆÀe�Ä¯�Y��ÉYÄ «YÁ

�d�Y�ZÅÄ «YÁ�Ä]�µZ¼fuY�½{Y{�d^�¿�,µ|»�¹Â��d¼�«�,|��¹Â¸ »�Ä «YÁ�Á�Ä¿Â¼¿�ÉZ�§�Ä¯�µZu

www.AbarProject.ir

2A �{ }f
�{�Y{�©�§ Z] Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂe(Event) { f } (Outcome) f

��d�Y�Ã|��Ä¼m�e�|»Z�Ìa�, ,ZÆ]Zf¯�Ê� ]��{�Event
2 2

�{�Y{�Ê´f�]�Z»�ÄmÂe�{�Â»�cZ�z�»�Á���¿�Ä]�ÄnÌf¿�Á�Ä «YÁ�¦Ë� e�ÇÂv¿�Äf^·Y
�d�Y�É��À����È «YÁ�®Ë� kÁ�� c�Â��¾ËY��{�Ä¯ �ºÌËÂ´]�d�Y�¾°¼»�0Ôj»{ } { f , f , f , f , f , f }��

�{Â]�|ÅYÂy�Ã{Z��È «YÁ�®Ë� kÁ�� c�Â��¾ËY��{�Ä¯ kÁ�� {�§ �ºÌËÂ´]�d�Y�¾°¼»�ZË{ } { , }��

\¯�»�È «YÁ�®Ë��Ì¿ �´Ë{�c�Â��¾ËY��{�Ä¯�|�Z]�Z»���¿�{�Â»�ºÅ��Ì»�ÉÁ���Ze�¾f§�³��Y�«�¶v»�d�Y�¾°¼»��´Ë{�¥����Y{ f }
�{Â]�|ÅYÂy���À��dËZÆ¿Ê]��Y�¶°�f»

1 2 3 4 5 6

2
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B B ]È�Â¼n»�É���®Ë�����Á , �³Y� �d�Y�µZ¼fuY�Ê´f�ÂÌa�Ä¯�ºÌÀ¯�Ä§Z�Y�Y��É�´Ë{�¶�Y�,��¶�Y��ZÀ¯��{�ºÌ¿YÂeÊ»� 0Ó{Z »�ZË
�ÃZ´¿M�,|À�Z]��Ê·Á�¿�ZË�É{Â ���Y�´¼Å

P( lim B ) lim P(B )�

�����Èv¨��,�Y��[Zf¯��{�¯�d]Zi�Y��Ê´f�ÂÌa�½YÂeÊ»��� ¶�Y�¾f§�³��Á�¨»�Z]�ÊfuY��Ä][ ’

2 1

n n
n n��� ���
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� ¦Ë� eAxiomatic
��¥Á�³Â¼·Â¯�µÂ�Y��Ä¯�É�Â��Ä]�{Â�Ê»�Ã{Y{�d^�¿ {|� È «YÁ��Å�Ä]P(A) A

- ������¶�YP(A) 0�
- ������¶�YP( ) 1���

� �ÃZ´¿M�, |À�Z]��Z³�Z�Z¿ Á ÉZÅÄ «YÁ��³Y� ������¶�YP(A ∪B) P(A) P(B) (A ∩B ) B A� � ��

{Á|v»Z¿�Ä¿Â¼¿�ÉZ�§���ZÀ���³Y� �{Á|v»Z¿�{Y| e� ÉY�]�Ä¿�Ê·Á�,d�Y�½ZÌ]�¶]Z«��ËZ«Á��Y�É{Á|v»�{Y| e��Å�ÉY�]�½M��Y�°e�Z]���¶�Y
�{�¯�¾Ë�´ËZm�Y��É�eÉÂ«�¶�Y�,��¶�Y�ÉZm�Ä]�|ËZ]�,|À�Z]

�ÃZ´¿M�,|À�Z]��Z³�Z�Z¿�Á{�Ä]�Á{�����Á , �³Y� ������¶�YA A ’

P(A A ) P(A ) P(A )∪ ∪" � � �"
��d�Y��� ¶�Y��Y�Ê�Zy�d·Zu���¶�Y��|ÀËÂ³����Z¼��¶]Z«��{Á|v»Z¿�É�Ë~a�¼m�¶�Y�Y��¾ËY’

2 1

1 2 1 2
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\Ìe�e�¾Ì¼Å�Ä]�Á� �¾°¼»Z¿�ºÌËÂ³Ê¼¿� Y��|�Z]��¨���·Z¼fuY�Äq��Å�Z»Y� ,d�Y��¨��¾°¼»Z¿�È «YÁ�µZ¼fuY�Äq��³Y�Ä¯�|Ë{�ºÌÅYÂy
�d�Ì¿�Ê¼fu�,|�Z]�®Ë��·Z¼fuY�Äq��Å�Ê·Á�, d�Y�®Ë�Ê¼fu�È «YÁ�µZ¼fuY�Äq��³Y( P( ) 0 )���
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�ºË�ÁM�d�{�Ä]�Ã|��Ã{Y{�ÉZÅÄ «YÁ�µZ¼fuY�ÉÁ���Y�Y��¦¸fz»�ÉZÅÄ «YÁ�µZ¼fuY�ºÌ¿YÂeÊ»�µÂ�Y�¾Ì¼Å��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�µZu

�Y�Ë�

�Y�Ë�

���ÈÌ�«P(A) 1 P(A)���-

A A

P( ) P(A ∪A)

1 P(A) P(A) P(A) 1 P(A)

���∪
���

� �

� � � ���

�¶�Y �¶�Y

- ���ÈÌ�«P( ) 0���

P( ) P( ) 1 P( ) 1 1 0
����

��� ����� �������
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- ���ÈÌ�«P(A) 1�

�ºË�Y{���ÈÌ�«�ª^��Y�Ë�

�Y�Ë�

P(A) 1 P(A) P(A) 0 P(A) 1��� � �� � �

��d�Y �a�0 P(A) 1� �

- �ÃZ´¿M�,|�Z] �³Y����ÈÌ�«P(B) P(A) B A� �

NA B ∪(A∩B)�
A �B

Á ½ÂqBA ∩B�ºË�Y{���¶�Y�ª^��,|Àf�Å�ºÅ�YY|m
P(A) P(B) P(A B) P(A B) 0 P(B) P(A)� � ∩ � ∩ �� � �

�
A �

B
A B

B A�
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P(A) �P(B)�P(A�B) ��P(A �B)��P(B) �P(A)

- �ÃZ´¿M�,|�Z] �³Y����ÈÌ�«P(A B) P(A) P(B) B A� � � �

�Y�Ë�
A B ∪(A B)� �

Á ½ÂqA B B��ºË�Y{���¶�Y�ª^��,|Àf�Å�ºÅ�YY|m

�
A �

B
A B

B A�
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P(A ∪B)�P(A)�P(B)�P(A∩B)
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�ºË�Y{���Z³�Z�Z¿�0Z»Á�·�Ä¿� Á È�Â¼n»�Á{��Å�ÉY�]����ÈÌ�«B A

�cZ^iY

��´Ë{��Á��Ä]�ZË

P(A ∪B) P(A ∪(A∩B)) P(A) P(A ∩B)
P(A ∪B) P(A) P(B) P(A ∩B)

B (A ∩B)∪(A∩B) P(B) P(A ∩B) P(A ∩B)

� �� � �� �� � � �� �
� � � �� �� �

�
A

A B∩
B

A �(A∩B) B �(A∩B)

A B (B (A B)) (A B) (A (A B))∪ � � ∩ ∪ ∩ ∪ � ∩ ��|Àf�Å�ºÅ�YY|m�Ä�Â¼n»�Ä��¾ËY
P(A ∪B) P(B (A ∩B)) P(A ∩B) P(A (A ∩B))

P(B) P(A B) P(A B) P(A) P(A B)
�P(B)�P(A)�P(A ∩B)

� � � � �
� � ∩ � ∩ � � ∩
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Á Ä¯�ZÅ ¾ÌÌ e�Z]�Á�d�Y�©{Z��©Â§�hv]�ºÅ��Z]�,|�Z]���Z¼��¶]Z«�Ê·Á�,{Á|v»Z¿ ��ZÀ��{Y| e��³Y�µZuP 0 P P{ }� � �

P 1�0Ôj»��{Â�Ê»��z�»�µZ¼fuY�ÉZ�§�,

�i i i

i
i 1

��

�
�1

1 2P �,1
2 4P �,1

3 8P �������Á
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�ZÅÄ «YÁ�µZ¼fuY�¾ÌÌ e
,ÉÂ�� È�Â¼n»�®Ë��ºÌÀ¯�¾ÌÌ e�Y��ZÅÄ «YÁ�ÈÌ¸¯�µZ¼fuY�|ËZ]�Ê§{Z�e��ËZ»�M�®Ë�½{�¯�µ|»�ÉY�]�Ä¯�ºÌf¨³NN2Ä�Â¼n»�Ë�

,ºÌÀ¯�¹Â¸ »�Y� �³Y� 0Ôj»� �ºÌÅ{�d^�¿�Ê·Z¼fuY�Ä «YÁ��Å�Ä]�Ä¯�d�Ì¿�É�ZÌ¿��ZËZ�«�Á��Ä�Â�Â»�µÂ�Y�Ä]�ÄmÂe�Z]�Ê·Á� ��{�Y{P(A)
P(A) �1�P(A)¹Â¸ »�ZÅÄ «YÁ�È¼Å�µZ¼fuY�,Ä «YÁ�¶«Y|u�{Y| e�®Ë�µZ¼fuY�½{�¯��z�»�Z]� Y~·� �{Â]�|ÅYÂy�¹Â¸ »�{ÂyÄ]{Ây

Ç{Z���ËZ«Á�µZ¼fuY�d�Y�Ê§Z¯�,|�Z] È¿Â¼¿�È�¬¿ �Y�¶°�f» �³Y�0Ôj»� �{Â]�|ÅYÂy{ },{ },… ,{ } , ,…, N� � � �� � �
�d�Y{�ºÌÅYÂy���¶�Y�ª^��,|�Z] ¶»Z� È�Â¼n»��³Y�c�Â��¾ËY��{� �ºÌ¿Y|]�Y�, , , A� � … �

P(A) �P{� } �P{� } �"�P{� }

�1 2 N 1 2 N

1 2 rk k k

1 2 rk k k

�³Yi i i i i

N

i 1
P 1 P 0 P P{ }� � �|ËZ]���¶�Y�ª^��Á�Ã{Â] |ËZ]���¶�Y�ª^��,ºÌ»ZÀ] Y�

�
�É�ZÌfyY��´Ë{�hÌu��Å��Y�ZÅ Ê·Á� �|�Z]P

��Ê·Â�Y�¦Ë� e��{��|Àf�Å
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��ZÀ��{Y| e��³Y�Ê·Á�®Ë�½|��[Y�y�½Z»��ZË��ÊÀ¨¸e�È¼·Z°»�®Ë��Á���½Z»��È¿Â¼¿�ÉZ�§� 0Ôj»�,|�Z]���Z¼��¶]Z«�Ì£�{Á|v»Z¿
� Á�d�Y�Ä «YÁ�®Ë È¸�Z§��Å�ZnÀËY��{�,�Ê°Ì¿Á�f°·Y�½Z¼·Y��{0�t���} {t � t �t }

�d�Y�Ã{Z��ÉZÅÄ «YÁ�¾ËY��Z¼fmY Äq��³Y�,d�Y��¨���]Y�] Ç{Z��È «YÁ�µZ¼fuY�É{�YÂ»�¾ÌÀq��{�\¸£YP{t t }�

��|¿{Â^¿���Z¼��¶]Z«�Ì£�d·Zu�ÉY�]�µÂ�Y�¾ËY�Y�Ë��,{�Y|¿��� ¶�Y�ZË���¶�Y�Z]�Ê�«ZÀe�Ä¸X�»�¾ËY�’
��{Â�Ê¼¿�Ê¬¸e�¾°¼»Z¿�|�Z]��¨���·Z¼fuY�Äq��Å�Z»Y�,d�Y��¨��¾°¼»Z¿�È «YÁ�µZ¼fuY�Äq��³Y�

1 2

i�

¾ËY�ÉY�]� �{�¯�¾Ì »� Y�� ZÅÃ�Z]�µZ¼fuY�|ËZ]��Â���{� �{�¯��z�»�Ã{Z��ÉZÅÄ «YÁ�µZ¼fuY� Z]�½YÂeÊ¼¿� Y��µZ¼fuY�ÉZ�§� ZnÀËY� �{
�ºÌÀ¯Ê»�Ê§� »�d�Y�µZ¼fuY�Ê·Z´q��´¿ZÌ]�Ä¯�Y��Ê ]Ze��Â�À»

P{t � t �t �dt} ��(t )dt
�ZË

P{t t t } (t)dt��� � �

1 1 1

t
1 2 t

2

1
�

µZ¼fuY�½Âq�Á ��a�,{Â��Ê¨À»�|¿YÂeÊ¼¿�ÉYÄ¸�Z§�pÌÅ�µZ¼fuY�½Âq(t) 0� ���ºÌ�Z]�Äf�Y{�|ËZ]�,d�Y�®Ë
(t)dt 1� �

��
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�ºË�Y{��Ì¿�É| 9]Á{�ÉZ�§��{�\Ìe�e�¾Ì¼Å�Ä]
P{(x, y) D} (x, y)dxdy� � �

�ºÌ�Z]�Äf�Y{�|ËZ]�Á�d�Y�ÄËÁ��®Ë Ä¯(x, y)�

(x, y) 0 , (x, y)dxdy 1� � � �

�LÊ��®Ë�dÌ «Â»�0Ôj»

D��

���

y

x

�

D
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�d�Y{�ºÌÅYÂy�,{Â] Ä¯�ÓZ]�µZj»��{{0 t }�����

0

��
(t)dt 1� ��

ÉZÅÄ «YÁ� ÈÌ¸¯� ½Âq�ZÅÄ «YÁ� ÈÌ¸¯� µZ¼fuY� \Ìe�e� ¾ËY� Ä]� ,|Àf�Å� ½ZÌ]� ¶]Z« ¶�YÂ§� ­Y�f�Y� Á� �Z¼fmY� c�Â�� Ä][t , t ]
�d�Y�Ã|��¾ÌÌ e

1 2

( )t�

t
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¶uY�»��{�Ä°¸]�¦Ë� e�½YÂÀ��Ä]�Ä¿�½Z�eÓZ°�Y�Ä]�ÄmÂe�Z]��´Ë{�¦Ë�Z e��Y�Ê·Á�,ºÌÀ¯Ê»�É�Ë�Êa�Ê·Â�Y�¦Ë� e�ÉZÀ^»��]�Y��µZ¼fuY�Z»
�ºÌËZ¼¿Ê»�Ã{Z¨f�Y�k�Zy�½ZÆm�Z]�µ|»��Z^e�Y�{ZnËY�ÉY�]�É�Z�µ|»���Á��

�»Y�®Ë�Ä]�{Z¬f�Y�½Y�Ì»��Y�É�ZÌ »�½YÂÀ��Ä]�µZ¼fuY�� �Ê�z���ÊÀÅ}�¦Ë� e(Subjective)
½Y|]�ÉYÄ¸¼m�¾ÌÀq��{�Ä¯�ÊËZÅµZ¼fuY� �{�Z]Ê»�½Y�Z]�Y{�§�����µZ¼fuY�Ä]�ºÌËÂ³Ê»�,ºÌÀÌ]Ê»�½Z¼�M��{�Ä¯�É|ÅYÂ��Á�¾WY�«�Z]�0Ôj»
º°vf�»�Á�Ê�ZË��É�ÂXe�®Ë�ÉZÀ^»�|¿YÂeÊ¼¿�,{�§Ä]Äf�]YÁ�¦Ë� e�¾ËY�Ä¯�d�Y�¾�Á�� �d�Y�Ã|ÀËÂ³�{�§�{Z¬f�Y�Ç�Y|¿Y�,{Â�Ê»�Ã�Z�Y
Ê¬�À»���¿�Ä]� �ºÌÀ¯�Ã{Z¨f�Y ¦Ë� e��{�ZÅ µÂ¬ »�½{Y{�d^�¿�ÉY�]�½M��Y�É{�YÂ»��{�ºÌ¿YÂeÊ»�Z»Y� �{�Ì³��Y�«Axiomatic P(A )
[Zf¯�Ä¯�ºÌf�Å�¾X¼�»�����|ËÂ³Ê»�Ê�¯��³Y�0Ôj»� �|À¯�dËZ���Y��µZ¼fuY�µÂ�Y�|ËZ]��Ì¿�{Z¬f�Y�Ç�Y|¿Y�½YÂÀ��Ä]�µZ¼fuY�Ä¯�|��Ê»
Ä]�ºÌËÂ´]�Ä¯�d�Y�Ê¬�À»��a�,d�Y�Äf�Â¿ Y��½M�Ä¯�ºÌf�Å�¾X¼�»�����Á�|�Z]Ê» Èf�Â¿
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� Äf�Z^¿Y��Ë�Âe��]ZeCDF (Cumulative Distribution Function)
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�ºË|Ë{��Ì¿�{Â��Ê»��Z^�Y�Ä¯�ÉYÃ|ÀÀ¯dËÂ¬e�µZj»��{
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�d�Y{�ºÌÅYÂy�,|�Z]�Zf·{�ÉÁZu Ä¯�ºÌÅ{�Ã�ZmY�Êf«Áf(x)
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��Zy�ÉZÅ��Ë�Âe�Êy�]
,|�Z]��¨��dËZÆ¿Ê]�ÉZÆÀ»��{�Á�®Ë�,dËZÆ¿Ê]��{�Ä¯��Äf�ÂÌa�d�Y���Y�Á��Ê·Á�¿�Ì£��]Ze��Å�ÉY�]�Ä¯�{Y{�½Z�¿�½YÂeÊ»�Ê³{Z��Ä]

�|¿�Y{�É�f�Ì]�{�]�Z¯�ZÆ Ë�Âe�Êy�]�Ê·Á� ��{ÂmÁ�ÈÌ�«��|�Z]�½M�Èf�Z^¿Y��Ë�Âe��]Ze�,�]Ze�¾ËY�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁ�ÉYÊ§{Z�e��Ì¤f»

� dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe(Uniform)

��³Y�, -d�Y Á ¾Ì]�dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe�ÉY�Y{ ºÌËÂ³x ∼ u(a,b) b a x

0 b

1

( )F xx

x
0 b

1
b a�

( )f xx

x
a a

�Ì¿�ºË�Y|¿��Ë�Âe�ÇÂv¿�{�Â»��{�ÊÀÌ�Ìa��Ô�Y�pÌÅ�Ä¯�Ê «YÂ»� �{Â�Ê»���§ Á ¾Ì]�dyYÂÀ°Ë�,Êf§ZË�{�µZÀ´Ì���Z§�\¸£Y�0Ôj»2� 0
�{Â�Ê»�Ã{Z¨f�Y�dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe��Y�¶Ì·{�½{Â]�Ê§Z¯Z¿�¶�Y�Ä]�ÄmÂe�Z]
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� Ê�Â³�ZË µZ»�¿��Ë�Âe(Gaussian) (Normal)

È »Zm�®Ë��{�0Ôj»��|À¯Ê»�¶¼����¿�{�Â»�Ê§{Z�e��Ì¤f» ÉY�]�Ê]Ây�\Ë�¬e�Ê¸¼��{�YÂ»�É�ZÌ�]��{�Á�{�Y{�É{ZË���ZÌ�]�{�]�Z¯pdf
É�¯�»�|u�ÈÌ�«�ª^�� �d�Y�µZ»�¿�0ÓÂ¼ »�Ä¿Zy�Z¯�®Ë�É|Ì·Âe�cZ �«�cZ�z�»��Ë�Âe� �d�Y�µZ»�¿�{Y�§Y�½�Á�Á�|«��Ë�Âe�,¾´¼Å
�Y� �|Àf�Å�Ê�Â³�����Á��ËÂ¿�...�,Êe�Y�u��ËÂ¿�Ä¯�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿� �|À¯Ê»�¶Ì»�µZ»�¿�Ä]�,|À�Z^¿�µZ»�¿�Â·Á�,Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��Â¼n»

�d�Y�Ã{Z��½M�Z]��Z¯��Ì¿�Ê�ZË����¿

�ºË{�¯�Ê§� »�Ä¯�ÉY ½Z¼Å�ÊÀ Ë�, -{�Y|¿Zf�Y�µZ»�¿∼ ( , )g(x) x N 0 1

( )

( ) du

2

2

x
2

ux
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�

�

��

1f x e g(x)
2

1F x e G(x)
2

� �
�

� �
��

�{Â�Ê»�Ã{Y{�½Z�¿ Z]�cZ«ÁY�Ê¸Ìy�{�Y|¿Zf�Y�µZ»�¿�Ê§{Z�e��Ì¤f»z
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Y~·�Á�{Â]�|ÅYÂy ,|�Z] �³Y�0ÓÂ�Y� ∼ ( ��, ) ∼ ( , )a x b N a b a x N� � ���∼ ( , )N 0 1�x�{Â�Ê» �
�

( )

[ �( )]

( ) ��{ ��}��{ � ��}��{ � }� du

e dt f (t)dt

y ax b

y ��b 1F y P y y P a x b y P x e
a �2

1
2 a

� �

� �
�

2

2

2

2 2

xy �b
a 2

t a b
y y

2a

�
�

��

�
�

�� ��

y

y

�

� �

�
�

�
�

�

�

N
P{x x x } P{ } F ( ) F ( ) G( ) G( )x x x x x x x� � � � � � �

� � � � � � � � �1 2 2 1 2 1
1 2 z z

z

� � � � � � �
� � � � � � �

{ � � � ��}� .
{ � � � � }� .
{ � � � � }� .

P x 0 683
P 2 x 2 0 954
P 3 x 3 0 997

� � � �
� � � �
� � � �
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Z] ZÆ]Zf¯��Y�Ê¸Ìy��{�,µZ»�¿��Ë�Âe��{�Ä¯�|Ì�Z]�Äf�Y{���Zy�Ä]�d�Y�[ÂyG(x)�(x)�{Â�Ê»�Ã{Y{�½Z�¿
Kreyszig, Tables A8 and A9.

cZ«ÁY�Ê¸Ìy�©�]�Ê�|ÀÆ»�ÉZÅ{�]�Z¯��{( ) { }cF x P x x� ��ºË�Y{�¹�Ó�Y��µZ»�¿

du
2ux �

2
��

1Q(x) 1 G(x) e
2

� � �
�

�|ÀÀ¯Ê»�½ZÌ]��Z�y��]Ze� ¥Á� »��]Ze�\�u��]��Ì¿�0Z� ]Error Function

�

erf(x) e du2

1 1 x
2 2 2

�
�

�G(x) = erf( )

2x u
0

��
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Á Z]�µZ»�¿��Ë�Âe�ÉY�Y{�É�ËÂ¿��Zf·Á��µZj»0 75 0��. ���-|�Z]��ËÂ¿��Zf·Á�Ç|ÀÅ{�½Z�¿ �³Y� �d�Yx
Ä°ÀËY�µZ¼fuY��¦·Yx 1.5 Volts�.d�Y��|¬q�|�Z]

.|À¯Ê¼¿��ÁZne�{�YÂ»������{�É�Zf·Á�t���Äq��Y �ËÂ¿��Zf·Á� �[x
�kx.|À¯Ê¼¿��ÁZne�{�YÂ»������{�É�Zf·Á�t���Äq��Y

�¦·Y
1.5 0 1.5 0 1.5P{x 1.5} P{ 1.5 x 1.5} G( ) G( ) 2 G( ) 1 0.954

. . .0 75 0 75 0 75
� � �

� � � � � � � � � �

�{Â��Ê»�����ºÌf�¿Y{Ê»�ºÅ�¶^«��Y�,d�Y Ç{Á|v»�½Z¼Å�¾ËY�½Âq2�� �

�[
ºÌf�Å�¹Y���­|��µZ^¿{�ÊÀ Ë{ ��}��. �P x x 0 99

��.
.

x 0G( ) 0 99
0 75
�

ºÌ¿YÂeÊ» µÁ|m��YA9-1G�ºÌÀ¯�[Z�u�Y�

G (0.99) 2.326 x 1.745 :
.

x 0
0 75
�

� � � � ºÆ¿�Á�{Â¿�­|�-1
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�k
{ ��}��.

� ��. � � . � ��.
0.75 0.75

P x x 0 99
x ��0 x2 G( ) 1 0 99 G (0 995 ) x 1 932-1

0Z¼Ì¬f�» µÁ|m��Y�ZËA9-1D�ºË�Y{�Y�

2.576 x 1.932
.

x 0
0 75

� �
�

� � �

D(z) G(z) G(-z)
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�ºÌ�ËÂ¿Ê»�ZË

�d�Y�ÊËZ¼¿��Ë�Âe�ÉY�Y{�Ê§{Z�e�È�¬¿�Á{�¾Ì]�È¸�Z§�0Ôj»��{�Y{�É{ZË���ZÌ�]�{�]�Z¯��Ë�Âe�¾ËY

( ) ( ) ( ) ��( � ) ( )��x ��x
x xf x e u x F x 1 e u x��� �

�ÊÀ¨¸e�cZ¼·Z°»
�{�Y{�ÊËZ¼¿��Ë�Âe�ZÆ¿M�¾Ì]�È¸�Z§�Z»Y�,d�Y�¾�YÂa��Ë�Âe�ÉY�Y{��z�»�Ê¿Z»��Ç�Z]�®Ë��{��Z¬¿�¾ËY�{Y| e

t�|À¯��ZÌfyY�Y��dËZÆ¿Ê]�Ze��¨��¾Ì]��Ë{Z¬»�|¿YÂeÊ»
f ( )d P{ t d }� ��� �����������

�+d�� � � �+d�� � t�|f§Y�©Z¨eY�Ä¼·Z°»�®Ë Á ¾Ì]�Á�|�Z]�Ã{Zf¨Ì¿�©Z¨eY�ÉYÄ¼·Z°» �Y�¶^«�Ze�Ä¯�{Â]�|ÅYÂy Á ¾Ì]�Êf«Á

{�P �{�Ä�¬¿

t

(��)}
!

k
���k e

k
�
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� ÊËZ¼¿��Ë�Âe(Exponential)

( ) :��x
xf x e x 0��� �
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f ( )d P{ }P{d� ��� � �È¸�Z§��{��Â«Á�¹|� �{��Â«Á��Z]�®Ët
( ) ( )}

0! 1!

0 1
d��� ����

( d )�������

���

t

t

de e�� ���
�

f (�)d�����e d�
��� � (�)��� :���d 0 f e 0

��fÆ]�c�Z^��Ä]�ZË

(�)��{ ���}��{�F P t P È¸�Z§��{�Ä�¬¿�®Ë�¶«YÓt
(��)} { } { } :

0!

0
��� ���P k 1 1 P k 0 1 e 1 e 0� � � � � � � � � ���

µZ¼fuÓY�ÉÁZ�f»�Á�ºÅ��Y�µÔ¬f�Y���§�Z]������Á�ÃZ´f�{�®Ë�½|��[Y�y��Z]�Á{�¾Ì]�È¸�Z§�,¶¬f�»�Á�Ê·YÂf»�Ç��·¾Ì»��Á{�¾Ì]�È¸�Z§
�|¿�Y{�ÊËZ¼¿��Ë�Âe��ZÆ¿Z»��¹Z¼e��{�½{Â]

�d�Ì¿�Ã{Z¨f�Y�¶]Z«�É|Ì��Ây�ÉZÆ¿Z§Â��Á�¶Ì^»ÂeY�¥{Z�e�ÉY�]��Ë�Âe�¾ËY�Y~·

�{�Y{�ÊËZ¼¿��Ë�Âe�ºÅ�ÊÀ¨¸e�È¼·Z°»�µÂ��Ä¯�|��Ã|Ë{
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�ÊÀ Ë�,d�Y�Ä�§Zu�½Á|]�Ä¯�d�Y�¾ËY�ÊËZ¼¿��Ë�Âe�\·Zm��YÂy��Y
{ ����| ��}��{ ��}P x t s x t P x s

�Y�Ë�
��( ��)t s

s
��t

��x
x

x

� ( ��)P{x t s | x t} e 1 F (s) P{x s}
1 F (t)

1 F t s e
e

��� � � � � � � � �
�

0 t t s�

s

�d�Y�ÊËZ¼¿��]Ze�|�Z]Ê»�dÌ�Zy�¾ËY�ÉY�Y{�Ä¯�Ê Ë�Âe��]Ze�ZÆÀe�Ä¯�{Y{�½Z�¿�½YÂe�Ê»
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�d�Y�Ê]Ây�µ|»�Ê°ËZb�Y�ÉZÅ�ËÂ¿�{�Â»��{��Ë�Âe�¾ËY

� �ÔaÓ��Ë�Âe(Laplace)

( ) �f x e
2
� x��

( )f x

x

2
�
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� Z»Z³��Ë�Âe(Gamma)

( ) ( ) : ,r �1 ��xf x A x e u x r 0 0� � ���
�{Â�Ê»�Ã{Z¨f�Y�Ê¨¸fz»�ÉZÅ{�]�Z¯�{��Ì¿��Ë�Âe�¾ËY��Y

�Ä¯�ºË�ÁM�d�{�Ä]�É�Â��|ËZ]�Y� d]Zi�\Ë��A

( )dx dx

dy

r 1 x
�� 0

r �1 y
r 0

�� �� � ��

�� �

f x Ax e 1

Ay x y e 1

� �

����� �
�

� �
�

�Z]�d�Y��]Y�]�Z»Z³��]Ze�Ä¯�ºÌ¿Y{Ê»�Ê§����Y

(r) y e dy� �

� �ºË�Y{�d^j»�Á�tÌv� ÉY�]�, ½Âq� �d�Y�Äf§ZË�ºÌ¼ e�¶Ë�Âf¯Z§�, �«YÁ��{�( ) ��( ��)! �( ) ��( ��)�( ��) �(i)r r 1 r r r 1 r 1

� �yr 1
0

��

�
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�(r)��1 ��A �
(r)

�(��)( ) ( )
�( )

r

r

r �1 ��x

x

A

x ef x u x
r

�
��

�

�d�Y ºÌ�ËÂ¿Ê»��Ë�Âe�¾ËY�½{Y{�½Z�¿�ÉY�]∼ ( ,�)x Gamma r

ÉY�] [Zf¯����Èv¨��¶°�1 Helstrom���¦¸fz»�ÉZÅ� Ár

�³Y���Zy�d·Zur 1��ºË�Y{�,|�Z]
f(x) u(x) :x�����e ÊËZ¼¿��Ë�Âe

�³Y���Zy�d·Zu1
2

���Ánn r
2

��ºË�Y{�,d�Y�tÌv��É{|� Ä¯

( ��) �
n x1
2 2

n
2

f(x) x e u(x)
2 �( )

1
n
2

�
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�³Y���Zy�d·Zur n��ºË�Y{�,d�Y�tÌv��É{|� Ä¯n

( ) ( )
( )!

n
n �1 ��xf x x e u x

n 1
�

�
�

Ä¯� d�Y� �ºÅ� �Y� ¶¬f�»� ÊËZ¼¿ �¼m� ¶�Zu�� Ê§{Z�e� 0Ô»Z¯� È «YÁ �Â«Á� ÉY�]� ¹�Ó� ½Z»�� c|»� �Ë�Âe� ¾ËYn n
�{Â�Ê»�Ã{Z¨f�Y�����Á�ÂÌf¯YÂË{Y���� �e�,�ÊÀ¨¸e�cZ¼·Z°»��®Ì§Y�e�Á�¦��É�ÂXe��{�Á�{�Y{�¹Z¿ ²¿Ó�Y��Ë�Âe(Erlang)
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� É{Y�M�Äm�{ Z] �Ë�Âe(n degrees of freedom) n (Chi-Square) �2

�³Y2 2 2
1 2 ni

2��( ) ( , ) � � ��"�n y N 0 1 x y x x xÊ�|ÀÆ»��{��Ë�Âe�¾ËY� �{Â]�|ÅYÂy �Ë�Âe�ÉY�Y{ ,|À�Z]�¶¬f�»�Á�Ã{Â] ZÅ Ä¯
�{�Y{�É{ZË��Ç{Z¨f�Y��Z»M�Á�©�]
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�{Â]�|ÅYÂy�c�Â��¾ËY�Ä]��Ë�Âe��Y{Â¼¿�, ÉY�]a b ��3�

( )f x

x
0 0.5 1

.1 875
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� Zf]��Ë�Âe(Beta)

( ��)
( ) ���(a,b)

1 x 1 x
f x

0

�
�
�
��

a �1 b �1 0 x 1� �

otherwise

�³Ya b 1� ��{Â]�|ÅYÂy ÉÁ��dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe�½Z¼Å�,|�Z][0,1]
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�Z]�d�Y��]Y�]�Zf]��]Ze��É�ÁM{ZË

��a

otherwise

�( )�( )
�( , ) � ( ��) �

�( ��)
a ba b x 1 x dx
a b

1 a �1 b �1
0�

�( )�( ) ( ��)
� �( ��)f(x) a b

a b x 1 x

0

�
�
�
��

a �1 b �1 0 x 1� �
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ºÌÀ¯���§��³Y2 2
1 22 1y N(0, ) x x y � x ��x�{Â]�|ÅYÂy�Ê¸ËY���Ë�Âe�ÉY�Y{ ,|À�Z] µZ»�¿��Ë�Âe�ÉY�Y{�Á�¶¬f�» Á Á�|�Z]

,|�Z] �³Y�0Ôj»z x j y� �
�

z�{Â]�|ÅYÂy�Ê¸ËY���Ë�Âe�ÉY�Y{
�Ê�Â³��ËÂ¿��Âa�|À¿Z»�,{�Y{�©�]�Ê�|ÀÆ»��{�É{ZË���ZÌ�]�{�]�Z¯��Ì¿��Ë�Âe�¾ËY
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� Ê¸ËY���Ë�Âe(Rayleigh)

( ) ( )
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2
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2
2

�xf x e u x� �
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( )f x
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1
e�

x
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� Ê�Â¯��Ë�Âe(Cauchy)

( ) �

a

f x
x a

�
2 2�

( )f x

0 �

1
a�

x

1
2a�

dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe�ÉY�Y{ �³Y�� [�� , ]
2 2
����{Â]�|ÅYÂy��Ë�Âe�¾ËY�ÉY�Y{ ,|�Z]a tg
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�ÉYÄ¸¼mÁ{��Ë�Âe
�Y�¶�Zu��ËZ»�M�ÉY�]�Á�|�Z] �]Y�] È «YÁ��Â«Á�µZ¼fuY�Ê§{Z�e��ËZ»�M�®Ë��{��³Y� �d�Y�Äf��³��Ë�Âe�®Ë�¾ËYP(A) ��p A

x n A = x x n�Ë�Âe�ÉY�Y{ ,�ËZ»�M �{ È «YÁ��Â«Á�{Y| e �Ä¯�ºÌÀ¯�¦Ë� e�c�Â��¾ËY�Ä]�Y� Ê§{Z�e��Ì¤f»�,�ËZ»�M�¾ËY��Y�°e��Z]
�{Â]�|ÅYÂy�ÉYÄ¸¼mÁ{

∼ ( , )

P(k) ��P{x ��k}� p q : k ��0,1,2,…,n

x Binomial n p
n
k
� �
� �
� �

� �ºË�Y{ �Ë{Z¬»��ËZ��ÉY�]�ÁP(x) ��0 x

k n k�

Ä¯�|¿�Y{��Y�«�{ÂË{ ÉYÄ^ m��{��µZj»K N N�Ä] Ê§{Z�e��Ì¤f»��³Y� �{Â�Ê»�Äf�Y{�]�ÊÀË�´ËZm�Z]�Ä¿Â¼¿ �|À]Y�y�ZÆ¿M��Y�Zex N
�|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y� ,{Â��¦Ë� e�,ZÆ]Y�y�{Y| e �c�Â�P(x) = x

( ) ( � ) ��, , ,…,
P(x) �

��n K K1 x 0 1 2 n
x N N

0 otherwise

� �
�� �
�� �
�
�

x n x�
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�{��\Ë�¬e�½Â�YÂa��Ë�Âe���Âe�½YÂeÊ»�®qÂ¯ Á�±��] ÉY�]�,½Â�YÂa�ÈÌ�«�Ä]�ÄmÂe�Z]�Áp n

(np) Poisson(np)
k!

k
k n k np� �n

p q � e
k
� �

�� �
� �
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�³Y���Zy�d·Zun 1�Z]��¨���|�Z]�®Ë�ZË��¨��|¿YÂeÊ»��¬§ �a� �ºÌÅ{Ê»�¹Zn¿Y��Z]�®Ë��¬§�Y��Ê§{Z�e��ËZ»�M�ÊÀ Ë�,|�Z]x
�ºË�Y{��a�,�� µZ¼fuY�Z]�®Ë�Á µZ¼fuYp q

P(k) ��p q : k ��0,1
�|�Z]Ê» Á ÊÀ Ë( ) � ( ) �P 1 p P 0 q

k 1 k�

�|ÀËÂ³�Ê·Â¿�]��Ë�Âe�Y���Zy�d·Zu�¾ËY

�{��\Ë�¬e�µZ»�¿��Èf�ÂÌa���Ë�Âe�Z]�½YÂeÊ»�Y��ÉYÄ¸¼mÁ{��Èf��³���Ë�Âe�±��] ÉY�]�,�ÔaÓ�ÈÌ�«�Ä]�ÄmÂe�Z]n
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Chapter 5
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�|Å{Ê»�½Z�¿�ºÅ�Ä]�Y� Á Ê´f�]�½Y�Ì»�Ä¯�d�Y�É�f»Y�Za�,ºnÀa��f»Y�Zay x

�Z]�d�Y��]Y�] Á �¿ZË�YÂ4¯�,¦Ë� e�ª^�y x

cov( x, y) E ( x )( y ) (x )(y )f (x, y)dxdy� �� � � � � � �� �
�|�Z]�Ê¨À»�ZË�d^j»�|¿YÂeÊ»��¿ZË�YÂ¯�,{Â]�Ê¨À»Z¿�ÊfÌ¼¯�Ä¯��¿ZË�YÁ�¥Ôy��]�Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂe
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�³Y���� �z x y�Ä¯�ºÌ¿Y{Ê»�,|�Z]� � �� ��ºË�Y{��´Ë{�¥����Y�-

var( z) E(( z ) ) E( ( x ) ( y ) ) E(( x ) ) E(( y ) ) 2E(( x )( y ))� �� � � � � � � � � � � � �� �
��a

var( x y) var( x) var( y) 2 cov( x, y)� � � �

�ZË
2� � �

z x y
22 2 2

z x y x y x y
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�x y x y xy
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� � � �
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�ºË�Y{�,|�Z] �³Y��eÊ¸¯�d·Zu��{z a x by c� � �
2 2var( z) a var( x) b var( y) 2ab cov( x, y)� � �
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- �c�Â��¾ËY��{� �|��|ÅYÂy����Âf»��Y��eÓZ]�ºÅ 0ÓÂ¼ »�,{Á�]����Âf»��Y��eÓZ] �³Y�ÊÅZ³r 0 y x�

- �c�Â��¾ËY��{� �|��|ÅYÂy����Âf»��Y��e¾ÌËZa ,{Á�]����Âf»��Y��eÓZ] �³Y��°��Ä]��Ì¿�ÊÅZ³r ��0 y x
� �c�Â��¾ËY��{� �|¿�Y|¿�ºÅ�ÉÁ��É�ÌiPe Á ºÅ�ÊÅZ³r 0 y x�

,|]ZËÊ»��ËY�§Y��Ì¿�Ä]Z�Â¿�½{�Ây�½Y�Ì»�,c�Y�u�Äm�{��ËY�§Y�Z]�µÂ�ÓYÊ¸��-c�Y�u�Äm�{�½Y�Ì»�Á�Ä]Z�Â¿�½{�Ây�½Y�Ì»��¦·Y��µZj»
- �ÊÀ Ër 0�

- �ÊÀ Ë�,|]ZËÊ»��ÅZ¯�d]Â���,c�Y�u��ËY�§Y�Z]�µÂ�ÓYÊ¸��-YÂÅ�d]Â���½Y�Ì»�Á�Ä]Z�Â¿�½{�Ây�½Y�Ì»� �[r 0
� �ÊÀ Ë�,|¿�Y|¿�ºÅ�Ä]�Ê�]��µÂ�ÓYÊ¸��-Ã|��ÄfyÁ�§�ÉZÆ]Zf¯�½Y�Ì»�Á�Ä]Z�Â¿�½{�Ây�½Y�Ì»� �kr 0�
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���ËÂ¿�	�µZÀ´Ì���c�|«�¾�Ë�Âa�aÂ��¶�Y��d�Y�ZÅ�¿ZË�YÁ��Â¼n»��]Y�]��Â¼n»��¿ZË�YÁ�ÊÀ Ë

�ºË�Y{�,|À�Z]�|»Z f» Á �³Y��ÄÌ�«y x

Äf�^¼ÅZ¿�Y� Á Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��¦Ë� e(Uncorrelated) y x�ÊÀ Ë�,|�Z] ÃZ³�Å�,|ÀËÂ³r 0�

cov( x, y) 0�

�0Ó{Z »�ZË
R E( xy) E( x)E(y)� �

� �ºÌf�Y{�Ê¸¯�d·Zu��{�Ä¯�Ê·Zu��{�R ��E( xy) ��E( x)E(y) ��cov( x, y)
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xy

xy
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R E( xy) 0� �xy
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�x y x y� �
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ÄnÌf¿��{�,|�Z] Á , �³Y���´Ë{�µZj»��∼ � ��sin� cosu(0, 2 ) y x � �2y x y 1 x� �,{Â]�|ÀÅYÂz¿�¶¬f�» Á Á�Ã{Â]
�ºË�Y{�Ê·Á

cov(x,y) E(cos sin ) E(cos )E(sin ) E(sin 2 ) 01
2

� � ��� � ��� �����	�
��	�

0 0
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�Ä·P�»��°��ÉY�]��¬¿�µZj»
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f (x) 2
0
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2�y x

1 x 1��� �
,

otherwise
�ºË�Y{�Á�|Àf�Ì¿�¶¬f�» Á ZnÀËY��{y x

12 2
�1

3

E( x) ��0
1 1E( y) E( x ) x dx
2 3

E( xy) E( x ) 0
cov( x, y) E( xy) E( x)E(y) 0 0 0
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� � � � �

�

�|Àf�Ì¿�¶¬f�»�Ä¯�Ê·Zu��{�,|Àf�Å�Äf�^¼ÅZ¿ Á ÊÀ Ëy x
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Ä�¬¿� �Å� �{� |ËZ]� µÔ¬f�Y�Ê·Á� ,|À¯Ê»� �Z¯� ZÅ��Âf»�ÉÁ���¬§�Ê´f�^¼ÅZ¿� �d�Y�Ê´f�^¼ÅZ¿� �Y� �fËÂ«� �ZÌ�]� µÔ¬f�Y� �«YÁ� �{
�Ì¿ Á Y�Ë��� {Â]� |ÀÅYÂy� Äf�^¼ÅZ¿� �Ì¿ Á ,|À�Z]� ¶¬f�» Á �³Y� Ä¯� |ÌÀ¯� ÄmÂe� 0ZÀ¼�� �|�Z]� �Y�«�]h(y) g(x) h(y) g(x) y x

�ºÌ¿�]�ºÌ¿YÂeÊ¼¿�Ê´f�^¼ÅZ¿�ÉY�]�Y��¥�u�¾ËY�Ä¯�Ê·Zu��{� ��|À¸¬f�»
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�ºË�Y{�ÉÁZ�e�c�Â���{��°��Ä]

E ( xy) ��E( x )E( y ) ��E(( x ��y) ) ��0 ��y ��cx in Probability , c �E( xy) E( xy)
E( x ) E( x )

2 2 2 2
2 2
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�ºË�Y{ d]Zi��Y|¬»��Å�ÉY�]��cZ^iY
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E( xy)
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�d�Y{�ºÌÅYÂy�,ºÌÅ{��Y�« ,� ÉZm�Ä]�Á ,� ÉZm�Ä]��e�YÂ��ÉÁZ�»Z¿��{��³Yy y x x� �

cov( x, y) var( x)var(y)�

Z]��]Y�]�É|u�Â��Á{��Y�½M�cY�ÌÌ¤e�Z»Y�,{Â��Ê¨À»�Á�d^j»�|¿YÂeÊ»�Äq��³��¿ZË�YÂ¯�ÊÀ Ë

x� �y
2� �

var( x)var(y)�{�Y{

{�Â»��{��acov( x, y)1 r 1 r 1 r
var( x) var( y)

��� � � �� �ÊÀ Ë�, �ºË�Y{xy xy xy
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,Ê�y�½ÂÌ��³��Ç�Z]�{��|ÌËZ¼¿�Ä�uÔ»�Y������Á�����cZv¨��,[Zf¯� �d�Y�Ê�y�½ÂÌ��³��,Ê´f�^¼Å�\Ë���ÉZÅ{�]�Z¯�Ä¸¼m��Y
��d�Y�Ã|»M�¶»Z¯��Â��Ä]�[Zf¯����¶�§��{�hv^»�¾ËY� �{�¯�ºÌÅYÂy�d^v�� ��¶�§��{�0Y| ]

�­�f�»��ÁZf�³
�Z]�d�Y��]Y�] Á Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�­�f�»��ÁZf�³�,¦Ë� e�ª^�y x

m E( x y ) x y f (x, y)dxdy� �k r k r
kr xy

�� ��

�� �����

�­�f�»�É�¯�»��ÁZf�³
�Z]�d�Y��]Y�] Á Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�­�f�»�É�¯�»��ÁZf�³�,¦Ë� e�ª^�y x

E ( x ) ( y ) (x ) (y ) f (x, y)dxdy� �� � � � � �� �
�ºË�Y{�Á�|ÀËÂ³��ÁZf�³�È^e�»�Y� Ä¯k r

m R , cov( x, y) , , …� � � �

� � � � �k r k r�� ��

�� ��xy x y x y xy

2
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��³Y�ZÆÀe�Á��³Y�,|À¸¬f�» Á Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»���y x

1 2 1 2� ( j ��, j ��) ����( j��) ��( j��)xy x y
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�ºË�Y{�,|�Z]��Y�«�] ÉÁZ�e��³Y��´Ë{�¥����Y( j , j ) ( j ) ( j )� � � ��� �� � �xy 1 2 x 1 y 2
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Á�|À�Z]�¶¬f�» Á Á�Ã{Â] Á �³Y����µZj»∼ ( , ) ∼ ( , )y x y N x N x x��� ���y y� �z x y�ºË�Y{�,
( )

�( )
( �)���( �)��( �)�

2 2 2 2 22 2
j j j

2 2 2
y x yx

x y x y
z x y

2 2 2

z x y

z x y

j j j e e e
� � ��

� � � � � �
� �

� � ��� � � �

�ºË�Y{�Á�d�Y�µZ»�¿�ºÅ ÊÀ Ëz
� �

� �

¾ËY�,|À�Z^¿�¶¬f�» Á �³Y�Äf^·Y� �{Â��µZ»�¿�,µZ»�¿�Ì£�¶¬f�»�Ê§{Z�e��Ì¤f»�Á{��Â¼n»�{�Y|¿�½Z°»Y�|ËÂ³Ê»�Ä¯�d�Å�ÉYÄÌ�«y x
�� |ÀËM�§�[Zf¯�,��¶�§��{�µZj»��{�Y{�{ÂmÁ�½Z°»YPapoulis

� � �

� � �

Á�|À�Z]�¶¬f�» Á �³Y��ÄÌ�«y x�y x x y�{Â]�|ÀÅYÂy�µZ»�¿ Á ,|�Z]�µZ»�¿
� [Zf¯��{�cZ^iY�Lukacs
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�|Ì]ZÌ]�Y� �Ë�Âe�, Á�|À�Z]�¶¬f�» Á Á�Ã{Â] Á �³Y����µZj»��� ∼ ( , ) ∼ ( , )z z x y y x y Binomial m p x Binomial n p

��( �)�( ��) , ��( �)�( ��) , ���

��( j �)���( j �)��( j�)�(pe �q)

j pe q j pe q q 1 p

�ÊÀ Ë
z∼Binomial(n m,p)�

j n j m

j n m

� �
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x y

z x y
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�ÊÀ Ë�,ºÌ�Z]�Äf�Y{�Ê§{Z�e��Ì¤f»�Á{��Y�Ê ]Ze��³Y
z g(x,y)�

ω z�ºË�Y{ ¶j»�Ä¿Â¼¿�ÉZ�§��Y�Ä�¬¿��Å�ÉY�]�Ä¯�d�Y�Ê§{Z�e��Ì¤f»�®Ë�{Ây
(�)��( (�), (�))z g x y

�ºÌ�ËÂ¿Ê»�,� �Ë�Âe�½{�ÁM�d�{�Ä]�ÉY�]z

( )��{ ��}��{ ( , )��}F z P z z P g x y z
�d�Y{�ºÌÅYÂy�,ºÌ»ZÀ] ,{Â�Ê» ½M�ÉY�]�Ä¯�Y� Èv¨���{�ÉYÄÌuZ¿��³YD(z) g(x,y) z x-y�

F (z) P{(x,y) D(z)} f (x,y)dxdy� � �

z

D(z)
z xy��
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mae E( y c )� �

�ºÌ�Z]�Äf�Y{�|ËZ]�,{Â��º¼Ì¿Ê» Ä°ÀËY�ÉY�]�{Y{�½Z�¿�½YÂeÊ»mae

c median( y)�
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�Ê§{Z�e��Ì¤f»�®Ë�¾Ì¼ze���Á��»���Âf»�{�]�Z¯��Y�Ê·Zj»

�Ã|ÅZ�»�½Á|]
�ºË�Y{�,�ºÌ¿�]�¾Ì¼ze��ºÌÀ¯�ÊÀÌ]�Ìa�É{|��Z]�Y� ºÌÅYÂz]��³Y� �|Ë�Ì´]���¿��{�Y� Ê§{Z�e��Ì¤f»y y

ŷ c�
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�d�Y �ZÌ »�,�eµÁY|f»��ZÌ »(Mean Square Error) mse
2mse E ( y c)� �� �� �

�Ä¯�|Ë{Y{�½Z�¿�¶WZ�»��Y�Ê°Ë��{� �{Â��º¼Ì¿Ê» Ä¯�ºÌ]ZÌ]�½ZÀr¿M�Y� |ËZ]�µZumse c
2 2 2

y yE ( y c) ( c)� �� � � �� � � �

�Ä¯�{Â�Ê»�º¼Ì¿Ê»�Êf«Á �amse
c � y�

�|À»Z¿Ê» ZË ¾Ì¼ze� ,|À¯Ê»� º¼Ì¿Ê»� Y� Ä¯� Y�� ÊÀÌ¼ze(Least Mean Square) LMS (Least Square) ls mse
�d�Y�½M�¾Ì´¿ZÌ»�½Z¼Å�,�Ã|ÅZ�»�pÌÅ�½Á|]� cZ ]�»�¶«Y|u�¾Ì¼ze�Ä¯�ºË|Ë{�ZnÀËY��{y

ˆ �y �Ã|ÅZ�»�½Á|]�ls y�

�Z]�{Â]�|ÅYÂy��]Y�] ¾Ì¼ze�ÉZ�y�¶«Y|u�c�Â��¾ËY��{(Minimum Mean Square Error) mmse

mmse� �Ã|ÅZ�»�½Á|]�2
y�
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�ÊÀ Ë�,{Â��º¼Ì¿Ê»

�Ã|ÅZ�»�Z]
ÉÂv¿�Ä] Á Ä°ÀËY�Ä]�ÄmÂe�Z]��ºÌ¿�]�¾Ì¼ze�Y� ,� ¶j»�É�´Ë{�Ê§{Z�e��Ì¤f»��Y|¬»��Y�½Z¼eZ�Ô�Y�ÉZÀ^»��]�ºÌÅYÂyÊ»�µZuy x y x

��|À�Z^¿�¶¬f�»�Á�|¿�Y{��Z^e�Y

Ä¯�É�Â��Ä]��ºÌ¿�]�¾Ì¼ze� Y� Ê§{Z�e��Ì¤f»� �Y|¬» �]Ze�Ä¸Ì�Á�Ä]�ºÌÅYÂyÊ»�Á� Ã|��dËQ� �Y|¬»� 0Ôj»mse y (x) x x�
��{Â��º¼Ì¿Ê»

lsŷ (x)��� ��½ÂÌ��³��ÊÀvÀ»

lsˆ ���y ( x)

�

- �Z]�d�Y��]Y�]�¾Ì¼ze�ÉZ�yˆy ��y
�Ä¯�ºÌÀ¯�¾ÌÌ e�½ZÀq�Y� �]Ze�|ËZ]�, ½{�ÁM�d�{�Ä]�ÉY�]lsŷ�

2ˆmse E ( y y)� �� �� �

lsˆ ˆminimize mse y y� �
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�ÄÌ�«

��a

lsŷ ��E( y|x)

�cZ^iY

� ��̂ � ��� � ��̂mse E ( y y) E ( y ( x)) (y y) f (x, y)dxdy

ˆ ˆE E ( y y) |x f (x) (y y)f (y|x)dy dx

� � � �� � � �

� �� �� � � �� �� � � �
�ºÌÀ¯Ê»�º¼Ì¿Ê» �Å�ÉY�]�Y��µY�´f¿Y�¶yY{�c�Z^��,{Â��º¼Ì¿Ê» Ä°ÀËY�ÉY�]x mse

� �

2 2 2

2

�� ��

�� ��

�� ��

�� ��

xy

x y

���
� �

� �22 2 2�� ��

�� ��y y

ls

ˆ ˆ ˆA (y y) f (y|x)dy y (x) f (y|x)dy E( |x) 2 y E( y|x) y

A ˆ0 y E( y|x) : x
ŷ

� � � ��� � � �

�
� � � �

�

� � y

lsŷ E( y|x)�
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�|»Z e�¶�Y
�ÊÀ Ë�,d�Y�{Â¼��Ã{Y{��Y�Ê ]Ze��Å��] ¾Ì¼ze��{�Z�yls

� � ��lsˆE ( y y )g( x) E y E( y|x) g( x) 0� � � � ���� �
�{�Y{�É{ZË��Ç{Z¨f�Y�ÄÌ�«�¾ËY

�ºË�Y{�Ê§{Z�e��Ì¤f»�Á{��Y�Ê ]Ze��Á��»�|Ì»Y�¹Á{�Ê³�ËÁ��{��Zy�d·Zu�ª^���cZ^iY
E g( x)h(y) E g( x)E h( y)|x� � �� �

�ºË�Y{ ÉY�Y�Ä]h( y) y�

E yg(x) =E[g(x)E(y| x)] ��E g(x) y ��E( y|x) ��0� �� �

� � � �

� � ��

�ZËZ]�½Á|]�Y��¾Ì¼ze��¦Ë� e(Unbiased)�ÃZ³�Å�,|ÀËÂ³��\Ë�YZ¿�
ˆE( y) E( y)�

�|�Z]��¨� ÊÀ ËE(error)
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��Y�d�Y�c�Z^��,{Â�Ê»�¶�Zu ¾Ì¼ze�È¸Ì�Á�Ä]�Ä¯ ¶«Y|u��Y|¬»��ÄÌ�«ls mse
ˆ ˆmmse E( y ) E( y y ) E( y ) E( y )� � � � � �

�cZ^iY
� ��̂ � ��̂ � ��̂ ˆmmse E ( y y ) E ( y y ) y E ( y y ) y� � � � � �� � � � � �

�ºË�Y{�|»Z e�¶�Y��]�ZÀ]�Ê·Á
ˆ ˆE ( ) 0

ˆ ˆmmse E( y y y ) E( y ) E( y y )

� �y ��y y �� �
� � � � �

��a�, |»Z e�¶�Y�Ä]�ÄmÂe�Z]�Ê·Áˆ ˆE( y y ) E( y )�

ˆmmse E( y ) E( y )� �

��a�, �Ä¯�ºÌ¿Y{�Ê»ˆE( y) E( y )�

ˆls ls yˆ ˆmmse ��E( y ) ��E( y ) ��E( y) ��E( y ) � �y

2 2 2 2 2

2

2 2

2

2 2

222 2 2 2

lsˆls ls y y� �

� �

ls ls ls ls

ls ls

ls ls

ls ls

ls

ls

ls
� � � �
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�d�Y�\Ë�YZ¿ ¾Ì¼ze��ÄÌ�«ls
�Y�Ë�� �lsˆE( y ) ��E E( y|x) ��E( y)
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�d�Y�Ã|���f¼¯�,ºË{Â]�Ã{��¾Ì¼ze�Y� ,� Ç|ÅZ�»�½Á|]�Ä¯�Êf·Zu�Ä]�d^�¿ ���ÈnÌf¿y x mmse
2 2 2

lsˆ� �y yy� � �

��µ5Â°3 5̧]��ÂWY��ÈÌ�«����ÈnÌf¿2 2

lsˆmmse ��0 �� Y�Ë��, yy� �

��Y�d�Y�c�Z^� Ç|ÅZ�»��Z�Y��] ÈÀÌÆ]�¾Ì¼ze�,|À�Z]�Ê�Â³�0Z¯�f�» Á �³Y��µZj»x y y x

2
y xy

y x y x
x x

lsŷ E( y|x) r ( x ) ( x )� � � � � � �
� �

� � � �
� �

d�Y�¾°¼»�Á�d�Ì¿�Ê�y�Ê ]Ze �]Ze�Ê¸¯�d·Zu��{�Ê·Á� �d�Y�Ê�y�¾Ì¼ze��]Ze�ZnÀËY��{�Ä¯�{Â�Ê»�Ã|ÅZ�»(x) E( y|x)� �
[Zf¯��{�µZj»� �d�Ì¿�tÌv��\¸�»�¾ËY��°��Ê·Á� ,d�Y�Ê�y ,|À�Z]�µZ»�¿� 0Z¯�f�» Á �³Y��|�Z]�ÉYÃ|ÌrÌa��]Zey y xE( |x)

�����Èv¨��,��¶�§�, |ÀËM�§Papoulis
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½ZÀq� Y� Á |ËZ]� ÃZ´¿M� ,�Ê�y� ½ÂÌ��³� �ÊÀ Ë� ,|�Z]� Ê�y ¾Ì¼ze� �]Ze� Ä¯� ºË�Y{� ¹Y�·Y� �³Y(x)b a ( ) �(x) ��a ��b x �
Ä¯�|�Z]�Äf�Y{�{ÂmÁ�Ê�y��Ì£�Ê ]Ze�d�Y�¾°¼»�0Zf Ì^��,ºÌ]ZË�Ê»�Y��Ê�y��]Ze�¾Ë�fÆ]��{Â��º¼Ì¿Ê» Ä¯�ºÌÀ¯�¾ÌÌ emse mse

�ºË�Y{��a� ��{Y{Ê»��]YÂe�¹Z¼e�½ZÌ»��{�Y� ¾Ë�f¼¯ �]Ze� �|À¯�¾ËY��Y��f¼¯�Y�mse E( y|x)

� �2 2 2 2 2

2

y
y x

x

y

x

mse E y (a bx) E( y ) a b E( x ) 2aE( y) 2bE( xy) 2abE( x)

mse a r0 2a 2E( y) 2bE( x) 0 �
a

mse 0 2bE( x ) 2E( xy) 2aE( x) 0 b rb

� �� � � � � � � � �� �
�� � � �� � � � � �� �� �� �� � �� � � � � ��� � ��

�
� �

�
�
�

lls
y

y x
x

ŷ r ( x )� � � �
�

� �
�

È�¬¿��Y�Ä¯�Ê�y�ÊÀ Ë( , )x y���½M�\Ì��Á�{�~³Ê»r y

x

�
�

�d�Y
y

y�

x
x�

r y

x

�
�
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|�Z]�µZ»�¿�|ÀËM�§��³Y�ÊÀ Ë� �ºÌf§ZË�µZ»�¿�|ÀËM�§�{�Â»��{��½{Â]�Ê�y�Ä]�¹Y�·Y�½Á|]� ¾Ì¼ze�ÉY�]�Ä¯�d�Y�É�Ìq�½Z¼Å�¾ËYls
��d�Y ¾Ì¼ze�½Z¼Å��d�Y�ÄÀÌÆ] ¾Ì¼ze�,�|À�Z]�µZ»�¿�0Z¯�f�» Á� �ls lls y x

�ÊÀ Ë�,d�Y�{Â¼��Ã{Y{��]�Z�y ¾Ì¼ze��{��ÄÌ�«lls

lls� ˆ �E ( y y )x 0� �� �

�cZ^iY

� �
2

2 2 2
lls

lls

ˆE( y x) E x r ( x )x r E( x ) r

E( xy) E( x)E(y) E( xy)

� ˆ �E ( y y )x 0

� �
� � � � � � � �� �

� �

� � � �

� � �� �

xyx

y y
y x y x x x y x x y

x x

y x

� �
� � ��� � ����� ���

� �
��

���

�	
��	�


�d�Y�{Â¼� {Ây��]��¬§�ZnÀËY��{�Ê·Á�,{Â]�{Â¼��ZÅÃ{Y{��Y�Ê ]Ze��Å��]�Z�y ¾Ì¼ze��{�Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂex ls
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�ºË�Y{ ¾Ì¼ze��{��ÄÌ�«lls

mse (1 r )� �

�cZ^iY

2 2
y�

2
2

2
2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

y
y x

x

y y
y x x y

xx

y
y y x y y y y

x
2
y

llsˆE ( y y ) E y r ( x )

E ( y ) r E ( x ) 2r E ( x )( y )

� ��r ��2r ��r � ��r � (1 ��r )

� �� �
� �� � � � � � �� �� � � �� �� �

� � � � � �� � � � � � �� � � � � �

��d�Y��f¼¯�� ��Ã|ÅZ�»�½Á|]�¾Ì¼ze�ÉZ�y�Ä]�d^�¿ Ä¯�|ÌÀ¯Ê»�Ä�uÔ»�ºÅ�ZnÀËY��{�mse

�
� �

�

� �
� � � �

��
�

� � ��� � � �
�
�
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�d�Y�\Ë�YZ¿ ¾Ì¼ze��ÄÌ�«lls
�Y�Ë�

x

y
y xllsˆE( y ) � ��r E( x � ) ��E( y)

�
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Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�È·Z^¿{����¶�§
Chapter 7

,�ÁZf�³ |·Â» �]Ze ,�¿ZË�YÂ¯ ,Ê�ZË� |Ì»Y ,µÔ¬f�Y ,­�f�» Á , � ��Ê¸¯�ºÌÅZ¨»pdf CDF pmf

�Ê����ÉZÅ�Ë�Âe�,µZ»�¿�0Z¯�f�»�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�,Ê§{Z�e��Ì¤f» �Y�Ê ]YÂen

�µZ»�¿�0Z¯�f�»�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��Â¼n»�,Ä^e��ÉZÅÃ�Z»M�,É�Y{�]Ä¿Â¼¿�,Ê§{Z�e�ÉZÅ�Â¼n»� ��ZÅ{�]�Z¯

É�¯�»�|u�ÈÌ�«���

Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�È·Z^¿{�ÊËY�´¼Å���

±��]�{Y|�Y�½Â¿Z«���

�Z»M��{�µÁY|f»��Ë�Âe��]YÂe���
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Ê§{Z�e��Ì¤f»�Ze|Àq�Êf«Á�,Ä]Z�»�ªË���Ä]� �ºÌÅ{�Ä �Âe�Ê§{Z�e��Ì¤f»�Á{�Ä]�ºÌf�Y{�Ä¯�Y��Ê¼ÌÅZ¨»�Ä¿Â´q�Ä¯�ºË|Ë{���¶�§��{
�ºÌÀ¯�s��»�Y�������Á��Á��»�,­�f�» ,­�f�» �]Ze��Äf�~³�ºÌÅZ¨»�ºÌ¿YÂeÊ»�,ºÌ�Z]�Äf�Y{pdf CDF

�Y{�]�Y|f]Y��{x�ºÌÀ¯Ê»�¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä]�Y�
1
2

n

� �
� ��� �
��x �� �

x
xx #

pmf�­�f�»
1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nP (x) P (x , x ,…, x ) P{ x x , x x , …, x x }� � � � �x x x "x

�ºË�Y{�Ä¯
1
2

n

x
xx
�x �

� �
� ��� �
� �
#
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CDF�­�f�»
1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nF (x) F (x , x , , x ) P{ x x , x x , , x x }� … � � � … �x x x x"

Á�Ã{Â]��¨���]Y�] È�¬¿��{� �d�Y�É{Â ��ZÅ½Z»Â³�M�¹Z¼e�ÉY�Y�Ä]� �d�Y�®Ë�Á��¨��¾Ì]�Ã�YÂ¼Å��]Ze�¾ËY��Y|¬»( , , , )������" ��
ÉZÅ�Ì¤f»��ËZ��­�f�» ,ºË�Y~´]�dËZÆ¿Ê]�ZÅ½Z»Â³�M��Y�Êy�]�ÉZm�Ä]��³Y� �{Â�Ê»�®Ë��]Y�] È�¬¿��{CDF ( ��, ��,", ��)

�ºË�Y{�0Ôj»� �{Â�Ê»�¶�Zu�Ê§{Z�e
F ( , x , x ) F (x , x )�� �

1 2 3 2 3x x x 2 3 x x 2 3
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�Y��³Y��Ze���ºË�Y{�0Ôj»� �{Â�Ê»�¶�Zu�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��ËZ��­�f�» ,ºË�Ì´]�µY�´f¿Y�ZÅ½Z»Â³�M��Y�Êy�]�ÉÁ�pdf

f (x , x ) f (x , x , x )dx�
2 3 1 2 3x x 2 3 x x x 1 2 3 1

��

���

www.AbarProject.ir

pdf�­�f�»

1 2 n 1 2 n

n n

x x x "x 1 2 n x x x "x 1 2 n
1 2 n 1 2 n

f (x) f (x , x , , x ) F (x) F (x , x , , x )
x x x x x x

� �
� … � � …

� � "� � � "�

�{Â]�|ÀÅYÂy��Y�«�]��Ë���]YÁ��\Ìe�e�¾ËY�Ä]
1 2 n 1 1 1 1 2 2 2 2 n n n nf (x)dx dx dx P{x x x dx ,x x x dx , ,x x x dx }" � � � � � � � … � � �

F (x , x , , x ) f (u , u , , u )du du du… � " … "

x
x x x

x x "x 1 2 n x x "x 1 2 n n 2 1�� �� ��

1 2 n

1 2 n 1 2 n��� �

�Y�½M�È¿Z³� µY�´f¿Y� �d�Y�d^j»�Ã�YÂ¼Å �]Ze��Y|¬»n pdf��Ze���ºË�Y{�¾ÌÀr¼Å� �{Â�Ê»�®Ë

1 2 n
n

1 2 n x x "x 1 2 n 1 n x
DD

D : P{( , ,…, x ) D} f (x , x ,…, x )dx "dx f (x)dx� � � � ���� �\ x x "
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�µÔ¬f�Y
, �Å�ÉY�] Á� ���� , , ÉZÅÄ «YÁ�ÃZ³�Å�,|ÀËÂ³�¶¬f�»� Y� Á� ���� , , Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»x x � x � x � x x x{ x } { x } { x }

�|À�Z]�¶¬f�» �Å�Á�����, �Åx x
1 n 2 1n n 2 2 1 1

n 2

�ºÌ�Z]�Äf�Y{ �Å�Á�����, �Å�, �Å�ÉY�]�ÃZ³�Å�,|ÀËÂ³�¶¬f�»�Y��ZÅ 0Ó{Z »x x x x

F (x , x , , x ) F (x )F (x ) F (x ) F (x )… � " �

�0Ó{Z »�ZË

f (x , x ,…, x ) ��f (x )f (x )"f (x ) � f (x )

��{Â]�|ÅYÂy��Y�«�]��Ì¿�ZÅ�Ë|¿Y��Y�Ä�Â¼n»�Ë���Å�{�Â»��{�c�Â��¾ËY��{�

n 2 1 i

1 2 n 1 2 n i

n

x x "x 1 2 n x 1 x 2 x n x i
i 1�

1 2 n 1 2 n i

n

1 2 n 1 2 n i
i �1

x x "x x x x x

�

�

�{Â]�|ÀÅYÂy�¶¬f�»�ºÅ�ZÅ ,|À�Z]�¶¬f�»�ZÅ �³Y�Ä¯�{�¯�d]Zi�½YÂeÊ»�É| ]�Á{�d·Zu�Ä]Z�»g ( x ) xii i
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�ºË�Y{�¾ÌÀr¼Å

x , x , , x , x , , x

������ 
����

… …
��³Y�,d�Y�¶¬f�» ÃÁ�³��Y ÃÁ�³B A

f (x , x ,…, x ) f (x , x ,…, x )f (x ,…, x )�

1 2 m m �1 n

x x "x 1 2 n x x "x 1 2 m x "x m �1 n1 2 n 1 2 m m 1 n�

ÃÁ�³A ÃÁ�³B
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�ºË�Y{�Ä¸¼m��Y

�Ê�ZË��|Ì»Y
�³Yz ��g( x)�ºË�Y{�,|�Z]

E( ) z f (z)dz
��

�� z��z

�{�¯�[Z�u�Y� ½YÂeÊ»��Ì¿ È^�Zv»�½Á|]�Ê·ÁE( z) f

�d�Y�É| 9] µY�´f¿Y�¾ËY�n

z

� �E( z) E g( x) g(x)f (x)dx
�� ��

�� �� x� �� �"

�{�¯�d]Zi�Y��Ê�ZË��|Ì»Y�½{Â]�Ê�y�½YÂeÊ»�ZnÀËY��Y�,É| 9]Á{�d·Zu�Ä]Z�»�Á
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E a g ( x) � a E g ( x)
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�¿ZË�YÂ¯��Ë�eZ»(Covariance Matrix) x�Z]�d�Y��]Y�]�¦Ë� e�ª^�
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� Ä¿Â¼¿�¾Ì´¿ZÌ»(Sample Mean)
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�d�Y{�ºÌÅYÂy�,|¿{Â]�É�YÂ»�c�Â��Ä]�ºf�Ì��dv��ZË�Ê]Y�y��{��¬¿���¿��Y�ZÅ½Z¼·Y�¾ËY��³Y
1 n

n

n 1

z max( x , , x )

F (z) F (z)

f (z) n F (z)f (z)

� …

�

� �
z x

z x x

ÉY�]x��
xf (x) e u(x)����Ä¯�|ÌÅ{�½Z�¿�|Ì¿YÂeÊ»

1 1 1 1E( z) (1 )
2 3 n

� � � ��"�
�

ÉY�]�0Ôj»n 4��{Â�Ê»��]Y�] , �Y|¬»�,2.1 MTTF
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�d�Y{�ºÌÅYÂy�,|À�Z]�É���ZÅ½Z¼·Y�¾ËY�Ä¯�Êe�Â���{
z min( x ,..., x )

F (z) 1 (1 F (z)) 1 (e )

f (z) n e u(z)

�

� � � � �

� �

��d�Y�ÊËZ¼¿��Ì¿�{Ây�, Á�ÊËZ¼¿�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��Y�É{Y| e�º¼Ì¿Ê»��Y|¬»�Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂe�i.i.d.

1 n
n z n

n z

��

���
z x

z

��a
1E( z)

n
�

�

, ÊÀ ËMTTF1
n

�d�Y�Ã|���]Y�]
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�d�Y{�ºÌÅYÂy�Á
E( z) ��n E( x) ��np

n npq� �

��d�Y�Ä�z�»��]Ze��Á���Y��eÃ{Z��Ê¸Ìy�Êfu�Á�ºÌ¬f�»��Á���Y��eÃ{Z��Ê¸Ìy��Á��¾ËY�Ä¯�ºÌÀÌ]Ê»�
� �2 2

z x
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�{Â��¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä] Ê§{Z�e��Ì¤f»��³Y��µZj»x
1 A

x( ) , P(A) p
0 otherwise

���
��� ��

�
��a� �d�Y�� Z]�ÉYÄ¸¼m�Á{��Ê·Â¿�]��Ë�Âe�ÉY�Y{ ,|�Z]�Ä°��[Ze�a��{��Ì��½|»M�È «YÁ 0Ôj»n 1 x A

E( x) ��p , ��pq

�

�2
x

�|¿Â�Ê»�¶�Zu ÉZÅ ,ZÅ�ËZ»�M�½{Â]�¶¬f�»���§�Z]�Á��� �Y�É�Y{�]Ä¿Â¼¿���ËZ»�M�¾ËY��Y�°e��Z] Z]�µZui.i.d. x nxi

�ºÌÀ¯�¦Ë� e��³Y��a

1 2 n� � ��"�z x x x
n z�ÊÀ Ë� �{Â]�|ÅYÂy�Ä°��[Ze�a��Z] �{�Ã|»M�d�{�Ä]�ÉZÅ�Ì��{Y| e

z ∼ Binomial(n,p)
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�ºË�Y{ {�Â»��{�¾ÌÀr¼Å( j )� �

�d�Y��f¸°�»�Ä�z�»��]Ze�ºÌ¬f�»�½{�ÁM�d�{�Ä]�Ä¯�Ê·Zu��{
z

Ä¯�ºÌ¿Y{Ê»� �ºÌÀ¯Ê»�¦Ë� e�dÌ¬§Â»�¾Ì·ÁY�µÂ�u�Ze�ZÅd�°��{Y| e��]Y�]�Y� Ê§{Z�e��Ì¤f»��µZj»xxd�Y�Ê�|ÀÅ��Ë�Âe�ÉY�Y{
�Ä¯��Ä�z�»��]Ze�ÃY���Y��|Ë{Y{�½Z�¿���É���¾Ë�¼e��{��� Z]�Ê¨À»�ÉYÄ¸¼m�Á{��Ë�Âe�r 1�

�2
2 j

q q pE( x) � , � , ��( j�) �
p p �1 q e �x x

�ºÌÀ¯�¦Ë� e��³Y�µZu
z ��x ��x ��"��x

�ÊÀ Ë� �{Â]�|ÅYÂy�dÌ¬§Â»�¾Ì»Y µÂ�u�Ze�ZÅd�°��{Y| e ÃZ´¿M�,|À¸¬f�»�Á�Ã{Â]�Ê�|ÀÅ��Ë�Âe�ÉY�Y{�ZÅ È¼Å�Ä¯r z x
z ∼Negative Binomial(r,p)

1 2 r

i

��a

�2
2

rq rqE( z) ,
p p

� �z

�d�Y��f¸°�»�Ê¸Ìy�Ä�z�»��]Ze�ZË�ºÌ¬f�»�ÃY���Y�Á{�¾ËY�È^�Zv»�Ä¯�Ê·Zu��{

r
j

p( j ) ( )
1 q e

� ���
� �z
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ÉY�]� 0Z§���Ä¯�ºË�Y{�É�¯�»�|u�ÈÌ�«��Y�É�´Ë{�c�Â�� ��|Àf�Ì¿ 0Z»Á�·��d�Ì¿�½Z�°Ë�ZÅ �Ë�Âe� 0Z»Á�·�¥Â¿ZaZÌ·�ÈÌ�«��{i.i.d. x
i.i.d. x�d�Y ÉZÅ

i

i
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� É�¯�»�|u�ÈÌ�«(Central Limit Theorem)

�³Y� ,É�¯�»�|u�ÈÌ�«�ª^�i i

n

i 1�

i

xÁ�Ã{Â]�¶¬f�»� ZÅ��y n y xZ]��|À¯Ê»�¶Ì»�µZ»�¿��Ë�Âe�Ä] �Ë�Âe� , Êf«Á� ,|�Z]����

Ê�Â³�Ä]�d^j»��]YÂe�É{ZË��{Y| e�¾�Â·Â¿Z¯�Ä¯�d�Y�¾�Â·Â¿Z¯��Y�ÊfÌ�Zy��´¿ZÌ]��«YÁ��{�¾ËY� �|À�Z^¿�µZ»�¿�ZÅ Â·Á�,�Ê¸Æ���ËY��x
ÃZ³�Å� 0ÓÂ�Y� �|¿�Y{� µZ»�¿� 0Z^Ë�¬e� �Ë�Âe� k�Zy�½ZÆm� �{� ZÅÃ|Ë|a� �Y�É�ZÌ�]� Y�q� Ä¯� {Â�Ê»� ¹Â¸ » Ä]� ÄmÂe� Z]� �|À¯Ê»�¶Ì»CLT

�{Â]�|ÅYÂy�µZ»�¿�0Z^Ë�¬e������Á�Êe�Y�u��ËÂ¿��Zf·Á�,É�Ì³Ã�Y|¿Y��{�Z�y�,{�§�®Ë�|«��|�Z]�Ê§{Z�e�{| f»�¶»YÂ���ÌiPe�dve�ÉYÃ|Ë|a

�¥Â¿ZaZÌ·�É�¯�»�|u�ÈÌ�«

�³Y
n

i i
i 1�

��x y xÁ�|À�Z]�¶¬f�»�ZÅ Á�Ã{Â]� 3
i iE( x )� ����ZË�3

i i

n
2

n
i �1

���
E( x )����Á��� ����������ÃZ´¿M�,

ÉY�]�
�
�

�
y

z�ºË�Y{

F (z) G(z)������

y

y

n���z
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�ÉÂ·��±�]|ÀÌ·�É�¯�»�|u�ÈÌ�«

�³Y
n

i i
i 1

2

�

��i.i.d. x y x{Á|v»��¿ZË�YÁ�Z] ZÅ Á�Ã{Â]� ���ÉY�]�ÃZ´¿M�,|À�Z]�
�

y �
�z�ºË�Y{

F (z) G(z)������

y

y

nz ���

�����´Ë{� ZnÀËY� �{�½Âq� �|�Z]Ê¼¿�¥Â¿ZaZÌ·�ÈÌ�«��Y�Ê�Zy�d·Zu�ÉÂ·��±�]|ÀÌ·�ÈÌ�«� 3
i i

2
n

2
i n

i �1
���

E ( x � ) ����� �
� �Á�d�Ì¿�¹�Ó

0Z¼¸�»� , ÊÀ Ë� ,¥Â¿ZaZÌ·� ÈÌ�«� �´Ë{� ����� d�Y� Ã|�� ½M� ¾Ë�´ËZm �f¨Ì �� ������������ ��

��{Â�Ê»�LZ��Y

� ���
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Y��É|u��Ë�Âe�½{Â]�Ê�Â³�Ê§Z¯�Á�¹�Ó������ 0Z»Á�·�Ä¿�ÉZÅ ��Ê¸¯�d·Zu�ÉY�]�Ä¯�ºË�Y{�Y���¸§��±�]|ÀÌ·�ÈÌ�«�¾ÌÀr¼Åi.i.d. x

Ä¯�d�Y�¾ËY��v»Z�e�Z]��Ì^ e�Ä¯�|À¯Ê»�ÄWY�Y

i

�

�

2
j

nn 2
i

i 1

���
j : lim 0� �,ZÅÄ¸¼m�È¼Å�{�Â»��{�Á�|�Z^¿�\·Z£�ÉYÄ¸¼m�pÌÅ�ÊÀ Ë� �

Y���¸§��±�]|ÀÌ·�ÈÌ�«��ËY���É�Y�«�]�,¥Â¿ZaZÌ·�ÈÌ�«��ËY���É�Y�«�]�Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂe� �|�Z]��ÌqZ¿�¶¯��¿ZË�YÁ�¶]Z¬»��{�½M��¿ZË�YÁ
�|Å{Ê»�ÄnÌf¿

�
�

ÉY�]�Êfu�,|�Z]��YÂ¼Å �Ë�Âe��³Y� �ºË�^]��Z¯�Ä]�\Ë�¬e�½YÂÀ��Ä]� Y��µZ»�¿�ºÌ¿YÂeÊ»�ºÅ�|�Z]�±��]�Ê·Á�Ã{Â^¿�dËZÆ¿Ê] Êf«Áx n
n 3 n 30 n 5��Ë�Âe�ÉY�]� Y� ,[Zf¯��{��d�Y�Ê§Z¯� 0Ô»Z¯ ZÅ{�]�Z¯�\¸£Y� �{� �{Â]�ºÌÅYÂy�®Ë{�¿�µZ»�¿��Ë�Âe�Ä]� �ZÌ�]� ,

��d�Y�Ã{�¯�Ä�ËZ¬»�µZ»�¿�Z]�Á�Ã{�]��Z¯�Ä]�dyYÂÀ°Ë
��
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µZ¼fuY� ,ºÌÀ¯���§�dyYÂÀ°Ë� Y�� ZÅd»ÁZ¬»� �Y|¬»��Ë�Âe��³Y� �ºË�Y{� �ZÌfyY� �{ d»ÁZ¬»�����¶»Z��ÉY�Ä^ m� �µZj»1k 5%���
.d�Ìq�,|�Z] Ç{Á|v»��{�ZÅd»ÁZ¬»�¾ËY��Y|¬»��Â¼n»�Ä°ÀËY100 k 0.5%���

�

100

i
i �1

2 2
2
x

(b ��a) (100)
12 12

�

� � ����

�y x

��{Â]�Ê§Z¯�ºÅ�ºÌf�¿Y{Ê»�Y���¿ZË�YÁ�¾Ì¼Å��¬§�Á�ºÌf�¿Y{Ê¼¿�Y���Ë�Âe��³Y��d�Y��Y�«�]�ÉÂ·��±�]|ÀÌ·�ÈÌ�«������a

� �
2 6

2 2

6 6

E( x) 1000 E( y) 100000

(100) 10n 100
12 12

100500 100000 99500 100000P{99500 y 100500} G( ) G( ) 2G(1.732) 1 0.917
10 10
12 12

� � �

� � �

� �
� � � � � � �

y x
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�ºÌÀ¯�¦Ë� e��³Y�µZu

�y x

y�ÊÀ Ë�,d�Y�ÉYÄ¸¼mÁ{��Ë�Âe�ÉY�Y{
n

P{ k} p q
k
� �

y � �� �
� �

ÉY�]��d�Y�\Ë�¬e�¶]Z«�µZ»�¿���Âe �Ë�Âe��]Ze�ÉÂ·��±�]|ÀÌ·�ÈÌ�«�ª^���a�, Á�|Àf�Å ZÅ ½Âqy ��pq ���� i.i.d. x
CLT n ����d�¿Y{ �Y�Ê�Zy�d·Zu�½YÂeÊ»�Y���ÔaÓ���YÂ»{�ÈÌ�«�ÊÀ Ë� ��|À¯Ê»�¶Ì»�µZ»�¿�Ä]

n

i
i 1�

k n k�

i

�

�2
x
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Ê·Z´q��]Ze�,Äf��³�d·Zu��{�½Âq� �|�Z]�©{Z��ºÅ�Äf��³�d·Zu�ÉY�]�Ze�|��Ã{Z¨f�Y�Äf�Z^¿Y��Ë�Âe��]Ze��Y�©Â§�ÉZÅÄÌ�«�½ZÌ]��{
�|¿�Ê»�\Ë�¬e�Y��ZÅ� ¾ËY�È¿�Á��Y|¬»��Âa�,µZ»�¿�Äq��³Y��|¿�]�\Ë�¬e�Y��½M�|¿YÂeÊ¼¿�,d�Y�Äf�ÂÌa�Ä¯�µZ»�¿�Á�d�Y É���®Ë� �

�Y�Ê�Zy�d·Zu��ÔaÓ���YÂ»{�ÈÌ�«�µZj»�½YÂÀ��Ä]CLT�d�Y

�ÊÀ Ë�,|Àf�Å�Ê·Â¿�]��Ë�Âe�ÉY�Y{�Á Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�ZÅ �µZj»i.i.d. xi

iP{ x ��1} ��p i, P{ x ��0} ��q ��1 ��p
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�ZÅ�ÁZf�³�Ê»Z¼e�½{Â]�{Á|v»�Á�ZÅ ½{Â] d·Zu��{�É�¯�»�|u�ÈÌ�«�cZ^iYx i.i.d.i

� � � �

�
� �

� ��

n
2 2

i y y
i �1

n

i n
� ii 1

i 1
i

�

y

y

n , n

( )
1 ( )

n n

� � � �

�
� �

� � �

�

�
�

y x

v
x

y xz

u


����

�	


j
j z n

�
� v

z v
j

��( j�) ��E(e ) ��E(e ) ����( )
n
�

ºÌÀ¯���§��³Y�
�

i
i i i

n

i 1

�xi.i.d. u v u u ���a�,|Àf�Å ZÅ Á ½Âq�,�
�
�

n n j �( j ) ( j ) ( j ) ( )
n

� ����� � � � �����v u z u
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�d�Y{�ºÌÅYÂy�,ºÌÅ{��Â¸Ìe���]�Y��Ä�z�»��]Ze��³Y�Z»Y

�ÄnÌf¿��{

2 3( j ) ( j )( j ) 1 j (0) (0) (0)
2 3!
� �� �� �������� ���� � � � � �"

�Ä¯(n)
n(0) m� ��

�ºË�Y{ {�Â»��{��au

��
�

3
2 i
u 3, (0) 1 , (0) m ( ) E

� ��� ��� ���� � � � � u � � �� �
� �� �� �

x�(0) 0�� � �u

n
2 3 2 3

3
2

u z
( j ) ( j ) ( j ) ( j )( j ) 1 (0) ( j ) 1 (0)

2 3! 2n 3!n

� �
� � � �� ���� ���� ��� � � � ��" � � ��� � � � ��"

� �
� �� �
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�ÃZ´¿M�, �³Y�Ä¯�ºÌ¿Y{Ê»lim a b�nn ���
n

bn
n ���

alim 1 e
� n �
� �� �� �

Ä]�ÄmÂe�Z]�ZË�
2 3x xln(1 x) x

2 3
� � � � ∓"�

��a
n

2 3

3
2

z
( j ) ( j )( j ) 1 (0) "

2n 3!n

� �
� �� ����� ��� � � � �

� �
� �� �

2
2 3

2n z1 n ���2

�
�

n n
� �

( j�) ( j�)a 1 (0) " lim ( j ) e
2 3!n

���� � � � � � � � ���

�� ÃZ´¿M�, �³Y�Ä¯�ºË�Y{�ÉYÄÌ�«��d�Y�{�Y|¿Zf�Y�µZ»�¿�È�z�»��]Ze�Ä¯� �� ���F F
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�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�È·Z^¿{�ÊËY�´¼Å
{|��Ä]�Ä·Z^¿{�¾ËY�ÊËY�´¼Å�Á�d�Y�{Y|�Y��Y�Ä·Z^¿{�®Ë �Ä¯�ºÌ¿Y{Ê»x , x ,…, x ,…1 2 nn ��0 a{ÂmÁ�ÉY , �Å�ÉY�]�ÊÀ Ë� ,

�Ä¯�|�Z]�Äf�Y{
�0

n 0x a : n n� ��� �

�ºÌ�ËÂ¿Ê»�c�Â��¾ËY��{
lim x a�

.{Â]�|ÅYÂy�c�Â��Äq�Ä]�ÊËY�´¼Å�¹ÂÆ¨»�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�{�Â»��{�µZu
nn ���
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� Ê§{Z�e�|ÀËM�§�¦Ë� e(Random Process or Stochastic Process)
�|ÀËÂ³�Ê§{Z�e�|ÀËM�§�Y��Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��Y {Á|v»Z¿�È·Z^¿{x , x ,…, x ,…1 2 n

�ºË�Y{��Ë��c�Â��Ä]�É{|��È·Z^¿{�®Ë È�¬¿��Å�ÉY�]�ÊÀ Ë�,d�Y�Ä¿Â¼¿�ÉZ�§��Z¬¿��Y�Ê ]Ze �Å�Ä¯�|Ë�Y{�ÄmÂex�

x ( ��), x ( ��), …, x ( ��),…
i i

1 i 2 i n i

�Ä¯�|Ì�Z]�Äf�Y{�ÄmÂe
��Ê§{Z�e�|ÀËM�§x ( )�
��É{|��È·Z^¿{x ( ��)

��Ê§{Z�e��Ì¤f»x ( )�

��{|��®Ëx ( ��)

n

n i

n

n i

0

0

��

�

�

iii

2

N

i i i

i i i

i i i

����È¿Â¼¿�È·Z^¿{x ( )�

� È¿Â¼¿�È·Z^¿{x ( ) N�

n 1

n N

Ê§{Z�e��Ì¤f»x ( )�
0n
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,Ê¿Z»��c|»�®Ë��{�½M�ÉÁ��kÂ»�¶°��Ê·Á� �d�Y�Ê§{Z�e��Ì¤f»� ,Ä�v·�®Ë��{��ËÂ¿� �Zf·Á� �Y|¬»� ,d»ÁZ¬»�ÉÁ���ËÂ¿�ÉY�]� �µZj»
�d�Y�Ê§{Z�e�|ÀËM�§
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Y� Èf�ÂÌa�Ê§{Z�e�|ÀËM�§�ºÌ¿YÂeÊ»�Ä]Z�»� �Â��Ä]� ��½Z»�� �{� Äf��³�µZÀ´Ì��� {Â]� Äf��³�Ê§{Z�e�|ÀËM�§�ºÌf¨³� Är¿Mx ( )�
�ºÌÀ¯�¦Ë� e

t

��

�

�

iii

2

N

i i i

i i i

i i i

����È¿Â¼¿��]Ze

� È¿Â¼¿��]ZeN
Ê§{Z�e��Ì¤f»x ( )�

1t

µZ¼fuY� Ä]� ÊÀ Ë� ,ºÌf��§Ê»�Ê ]�»�µZÀ´Ì�� |»M��y� �³Y� Á�Ê�ÂÀÌ��µZÀ´Ì�� ,|»M� �Ì�� �³Y� �ºË�|¿YÊ»��y� ZË� �Ì�� �µZj»1
2

µZ¼fuY�Ä]�Á�Ê�ÂÀÌ�1
2�Ê ]�»



��
www.AbarProject.ir

Ê� ]�ÉY�] d�Y�¾°¼»�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�È·Z^¿{�ÊËY�´¼Å�{�Â»��{x ( )�n�¦Ë� e�®Ë� �|�Z^¿��´Ë{�Ê� ]�ÉY�]�Á�|�Z]�Y�´¼Å�ZÅ
|�Z]� Y�´¼Å �Å� ÉY�] ÊÀ Ë� ,Ä¿Â¼¿� ÉZÅÄ·Z^¿{� ÈÌ¸¯� Ä¯� |�Z]� ¾ËY� |¿YÂeÊ»� Ê§{Z�e� �Ì¤f»� È·Z^¿{� ÊËY�´¼Å� ÉY�]x ( �)

(everywhere)�ºÌ�Z]�Äf�Y{�É�e¦Ì ��ÊËY�´¼Å�Á�|�Z^¿��Â��¾ËY�d�Y�¾°¼»�{�YÂ»�É�ZÌ�]��{�Ê·Á� �
n�

� ZmÄ¼Å�0Z^Ë�¬e�ÊËY�´¼Å���(Almost Everywhere)
�{Â�Ê»�Äf¨³ ÊËY�´¼Å��Ì¿�Á�®Ë�µZ¼fuY�Ä]�ÊËY�´¼Å�, ÊËY�´¼Å�,ÊËY�´¼Å��Â¿�¾ËY�Ä]Almost Sure a.e.

x ( ) x ( )� � �ZÆ¿M�ÉY�]�Ä¯ÊËZÅ È�Â¼n»��³Y� �|�Z]�Äf�Y|¿�|u��´Ë{�Ê� ]�ÉY�]�Á�Äf�Y{�|u�ZÅ Ê� ]�ÉY�]�d�Y�¾°¼»
�ÊÀ Ë�,|�Z]��¨���·Z¼fuY�{�Y|¿�|u
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��¹Á{��ÁZf�³��{�ÊËY�´¼Å� ¹ÂÆ¨»�Ä]�ÊËY�´¼Å���(Mean Square) m.s.

, �Å�ÉY�]nn n n
2 2

n n
m.s.

n���
2

n n���

� � �E ( x x) E ( x x) x xÈ·Z^¿{�®Ë �a� �|�Z]Ê» ½M� ¹Á{� �ÁZf�³� Á�d�Y�Ê§{Z�e� �Ì¤f»�®Ë� � � �
� � � �

�d�Y�É{|�

�ÃZ³�Å�, �ºÌ�ËÂ¿Ê»�Á�|À¯Ê»�¶Ì» ¹ÂÆ¨»�Ä] Ä] ºÌËÂ³Ê»x ������� x m.s. x x

E ( x ��x) ������ 0� �
� �

�|Å{Ê»�ÄnÌf¿�Y��µZ¼fuY��{�ÊËY�´¼Å�, ¹ÂÆ¨»�Ä]�ÊËY�´¼Åm.s.
�ºË�Y{�� ÉY�Y�Ä]� ÉÁZ�»Z¿�Ä]�ÄmÂe�Z]�Y�Ë�a 2 Bienayme�

2
n

n 2

2
n

E ( x ��x)
P{ x ��x ���} �

� �
� �

�
�|À¯Ê»�¶Ì»��¨��Ä]�ºÅ�µZ¼fuY�¾ËY�,|À¯Ê»�¶Ì»��¨��d¼��Ä] Êf«Á��aE ( )� �x ��x� �

�|À·Z¼fuY��{�ÊËY�´¼Å��Y��fËÂ« ®Ë�µZ¼fuY�Ä]�ÊËY�´¼Å�Á ÊËY�´¼Å��a(a.e.) m.s.



��
www.AbarProject.ir

��Ë�Âe��]Ze��{�ÊËY�´¼Å���
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� �

2 2
2

2 2
(n ��1)s n (n 1)� ∼ � �

s

�cZ^iY

�
� �

� ��

2
n 2 n 22

2 2i i
2 12

i 1 i 1

2 1

� �

3 2 1
2

n

(n 1)s x x x x Q ∼ (n) , Q ∼ (1)
� �� � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �

Q Q
���	��
 ��	�


�ÊÀ Ë�,d�Y �Ë�Âe�ÉY�Y{ ,Ê¸^«�ÈÌ�«�Ä]�ÄmÂe�Z]��a� � � �(n 1) Q Q Q

� �

�

2
2

2

3 1

(n 1)s ∼ (n 1)�
� �

��Ä¿Â¼¿�¾Ì´¿ZÌ»�ÄnÌf¿��{� �|À¸¬f�» Á �Ì¿�ÁQ Qx��Ä¿Â¼¿��¿ZË�YÁ�Á��2 2s�|À¸¬f�»�� ZËs



��
www.AbarProject.ir
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� É�¯�»��Ì£ �Ë�Âe� �(Noncentral Distribution)
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Á �³Y� �� �Ë�Âe�Ê�Z�Y�dÌ�Zy�ÈÌ�«z ∼N(0,1) t2w z w ∼ (m)�c�Â��¾ËY��{�,|À�Z]�¶¬f�» Á Á�Ã{Â]
m

�
zx w

�ÊÀ Ë�,{Â]�|ÅYÂy �Ë�Âe�ÉY�Y{t(m)

x t(m)∼

��ºË�ÁM�d�{�Ä]�Y� , ÉÁ���Y�ºÌ¿YÂeÊ»�Ê°¼¯��Ì¤f»��Á��Ä]�0Ôj»�,cZ^iY�ÉY�]f fx zw
m

� �
zy w x w�� Á

�����Èv¨��,[Zf¯��{�cZ^iY

Z] É�¯�»�Ì£ �Ë�Âe�ÊÀ Ë�,{Â]�|ÅYÂy ,|�Z] �³Y� 0ZÀ¼�m (Noncentral t Distribution) t x ∼ t(m,e) z ∼N(e,1)
�d�Y{�|ÅYÂy �¯�»��Y�kÁ�y�Á�É{Y�M�Äm�{e



��

�ºË�Y{�¾ÌÀr¼Å

m
t(m) N(0,1)������

���

�³Y�Y�Ë�
m

� ∼ � ∼ �
z(m) w w (m) z N(0,1) x w,d�Y �Ë�Âe�ÉY�Y{�Ä¯ Ê§{Z�e��Ì¤f»�{�Â»��{�,|Àf�Å Á Ä¯�|�Z]

�d�Y{�ºÌÅYÂy

2 2

E( ) 1E( w) m m
var( w) 2m w 2var( )

m m

� ���� ��� ��� � �
��

w

��a
m.s.

m ���
x z 1

m
� ������

w� �ÊÀ Ë�,
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�ºË�Y{� �Ë�Âe�ÉY�]�©Â§�ÈÌ�«�Ä]�ÄmÂe�Z]t

2 2 1 1 mE( x ) m E( z )E( ) m 1
w m 2 m 2
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�ºË�Y{ �f¼¯�ÉZÅ ÉY�](m 20) m�

m
m 2�

x z�

�Y�Ë�2 mE( z ) 1 E( x )
m 2

� �� �Ê·Á�,
�

2

�³Y��� �Ë�Âe�{�]�Z¯txÁ2N( , ) s�ºÌ�Z]�Äf�Y{�Á�|À�Z] µZ»�¿�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��Y�Ä¿Â¼¿��¿ZË�YÁ�Á�¾Ì´¿ZÌ»���
�

n

�
�

xT s

�ºË�Y{�c�Â��¾ËY��{
T ∼ t(n ��1)

ºÌ¿Y{Ê»�Ä¯�Ê·Zu��{��
�
n

�x��d�Y�{�Y|¿Zf�Y�µZ»�¿��Ë�Âe�ÉY�Y{
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,ºÌf�Y{�Ä¯�ÉYÄÌ�«�Ä]�ÄmÂe�Z]��cZ^iY�
�
n

�
�

xzÁ
�

2

2
2w ∼ (n 1) z ∼N(0,1) w (n 1)� � � �

s�|Àf�Å Á Á�|À¸¬f�»

�d�Y{�ºÌÅYÂy�ÓZ]�ÈÌ�«�ª^���a
�

�
�

�
2
2

nT t(n 1)
(n 1)n n 1

n 1

�

x � z� � � ∼ �
� �

�

x

s ws

�{�Y|¿�É�Ì³Ä¿Â¼¿�{�Â»�µZ»�¿�È�Á�a Ä]�Ê�]��½M��Ë�Âe�Á �Y|¬»�Ä¯�|ÌÀ¯�ÄmÂeT�2

�Y ¾Ì¼ze�Ä¯ ÉY�]�Ä°ÀËY��´Ë{�Èf°¿s n �����,|À¯Ê»�¶Ì»�{�Y|¿Zf�Y�µZ»�¿�Ä]�©Â§�Ê§{Z�e��Ì¤f»��Ë�Âe�,{Â�Ê»��fÆ]�Á��fÆ]
�ÊÀ Ë

t(n) N(0,1)������
n ���
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����Ì§��Ë�Âe� �Ë�ÂeF
�{Â�Ê»��ÅZ���Z»M��{�ÄÌ��§�d�e�¦¸fz»�¶WZ�»��{��Ë�Âe�¾ËY

�ÃZ³�Å�, �d�Y Á É{Y�M�ÉZÅÄm�{�Z] �Ë�Âe�ÉY�Y{ ºÌËÂ³x F(k,m) m k F x∼
k
2

k m( ) k2
k m m( ) ( )
2 2

�
�

� ���� � �
� �� �

��d�Y�ºÆ» Á \Ìe�e�m k

k 12

k m
2

�

�x
xf (x) : x 0
kx(1 � )m

��� � �

f(x)

x0

( , )F 10 5
( , )F 5 10

F(10,10)
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�³Y��� �Ë�Âe�Ê�Z�Y�dÌ�Zy�ÈÌ�«F2 2w ∼ (r) z ∼ (k)� ��ºÌ�Z]�Äf�Y{�Á�|À�Z]�¶¬f�»�Á�Ã{Â] Á

k
r

�
z

x w

�ÃZ´¿M
x ∼ F(k,r)

�{�Y{�Y���¯~·Y©Â§�¹�§�Ä¯�{Y{�½Z�¿�Á�{�ÁM�d�{�Ä]�Y� ½YÂeÊ»�Ê°¼¯�Ê§{Z�e��Ì¤f»��Á��Z]�0Ôj»�,� �Ë�Âe�Ä]Z�»f t
�����Á�����cZv¨��,[Zf¯��{�cZ^iY

ÉZÅÄm�{� Z]�É�¯�»�Ì£ �Ë�Âe�ÉY�Y{�ÊÀ Ë� , �c�Â��¾ËY� �{� ,|À�Z] Á �³Y� 0ZÀ¼�F x F(k,r,e) w (r) z (k,e)∼ ∼ � ∼ �
�{Â]�|ÅYÂy �¯�»��Y�kÁ�y�Á Á É{Y�Me r k

x

2 2

�ºË�Y{ �Ë�Âe�ÉY�]�©Â§�ÈÌ�«�Ä]�ÄmÂe�Ä]F
r 1 r 1 rE( x) E( z)E( ) k : r 2
k w k r 2 r 2

� � �� � � �
��
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���ÈnÌf¿

���ÈnÌf¿

�Y�Ë�

1x F(k,r) F(r,k)∼ � ∼
x

2x F(1,m)∼x t(m)∼ �

2

� m

z ∼N(0,1)

(m)

�
�

� ��
�
�
�w ∼ ��

zx ∼ w
2

2

2 2

2

m

z (1)

w ∼ (m)

�
�
�
� ��
� ∼ ��
� ��

zx w∼

2x F(1,m)∼
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���ÈnÌf¿

�Y�Ë�

2
r���

x F(k,r) k x (k)∼ � ∼ �

r2

2
r

k x
r

� k x ����� z
� (k)

w (r) 1
r

� �� w
�
�
�

z ∼ �
�
� ∼ � � ����
�

z

w

���

���
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µZ¼fuY���Á�¨»�µ|»�®Ë��Y�Ê�ZË��cZmZfÀf�Y�Á�ÄÌ·ÁY�µÂ�Y�®Ë��Z�Y��]�Ä¯�{Â]�Ê�ZË��0Ô»Z¯�É�ÂXe�®Ë�µZ¼fuY�É�ÂXe�Ä¯�ºË|Ë{
,Ä¿�ZË�|À�Z]�Äf�Y{�ª]Z�e�dÌ «YÁ�Z]�Ä°ÀËY�Ä]�É�Z¯�Á�|¿YÃ|����§�ZÆ·|»� �ºË{�ÁMÊ»�d�{�Ä]�Y��É�´Ë{��ËZ«Á�µZ¼fuY�,��ËZ«Á�É���®Ë
Ê «YÁ� cY|ÅZ�»� lËZf¿� È¸Ì�Á� Ä]� Ä¯� |À¯Ê»�®¼¯� Á� |À¯Ê»�hv]� Ê «YÁ� ¶WZ�»� �{� µZ¼fuY� É�ÂXe� {�]�Z¯� {�Â»� �{� �Z»M� �ºË�Y|¿
Ä¯�d�Y�ÊmZfÀf�Y��Z»M�¾ËY�Äf^·Y� �ºÌÅ{�¹Zn¿Y��|Àf�Å�d��{�®Ë�®Ë{�¿�µZ¼fuY�Ä]�Ä¯��ÊeZmZfÀf�Y�ºÌ¿YÂf]��Ä »Zm��Y�ÊËZÅÄ¿Â¼¿�
|À¯Ê»�hv]�É�Z»M�cZ�Ô�Y�ÈWY�Y�Á�É|À]Äf�{�ÇÂv¿�{�Â»��{�Ä¯�d�Y�Ê¨Ì�Âe��Z»M�,�Z»M��´Ë{�ÈyZ�� �{Â]�|ÅYÂy�½M�{�Â»��{�Z»�hv]

������Ze�����cZv¨��, [Zf¯�Ä]�|ÌÀ¯��Âm��Kreyszig

Á�dËY|Å�ºf�Ì��|À¿Z»� �|¿�Y{�©�]�Ê�|ÀÆ»��{�É{ZË��{�]�Z¯�Á{��Å�Ä¯�d�Y�ÄÌ��§�½Â»�M�Á�¾Ì¼ze�,ÊmZfÀf�Y��Z»M�Ç|¼��hv^»
����Á�É�Y{Y��¥Y|ÅY�\Ì¬ e�,�Y{Y���{�¥|Å�É�Z��Z°�M�,®�Â»�µ�fÀ¯

¾Ì¼ze �Z»M
Ê¨Ì�Âe

ÊmZfÀf�YÄÌ��§�½Â»�M

�
�
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�
�
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dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe�Z]�Ê§{Z�e�{Y|�Y�È·Z^¿{�|Ì·Âe���

ÃYÂz·{��Ë�Âe�Z]�Ê§{Z�e�{Y|�Y�È·Z^¿{�|Ì·Âe���

Â·�Z¯d¿Â»�É�Z�ÄÌ^����
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�Ê§{Z�e�{Y|�Y�È·Z^¿{�¦Ë� e
Y��¦¸fz»�ÉZÅ�f»Y�Za�cY�iY�Á�ºÌÀ¯�Ã|ÅZ�»�0ZÀÌ��d�Y�Ê§{Z�e��Zf§��ZË�Ê§{Z�e�ÉZÅÉ{Á�Á�ÉY�Y{�Ä¯�Y��Ê°Ë�Ì§�ºf�Ì��Ä°ÀËY�ÉZm�Ä]
É�eÂÌb»Z¯�É�Z�ÄÌ^�� �Y�ºÌ¿YÂeÊ»� ,��|À¯Ê¼¿� �Z¯�d�Y�[Â¸�»�Ä¯� �Â��½M�ºÌ¼Æ¨]�| ]� Á��ºË�Z�]�½YÁY�§� ÈÀË�Å�¶¼ve� Z]� ZË�ºÌÀÌ^]
Ê�|ÀÆ»�¦¸fz»�ÉZÅÄf����{�Á�ZÌ¿{���Y����{�É�Z�ÄÌ^��Ã�Á�»Y� ������Á��Y{Y���Z��Z°�M�,ÊeY�]Zz»�Ç|¿�Ì³�¶uY�»�|À¿Z»��ºÌÀ¯�Ã{Z¨f�Y

������Á�kYÂ»Y�É�Z�ÄÌ^��Z]��ZÌ��cY�]Zz»�ÉZÆ¸¯{�½{Y{�Y�«�¶v»�¾ÌÌ e�,�eÂÌb»Z¯��{�Y|f]Y�¶Ì^»ÂeY�s���0Ôj»� �{�Y{�½YÁY�§�{�]�Z¯
ÉY�]� É|ËR»� ½YÂÀ�� Ä]� ZË� |Àf�Å� ¶Ìy{� Ä·P�»� �{� É{| f»� ÉZÅ�f»Y�Za� ZË� d�Y� ¶°�»� ºÌ¬f�»� È^�Zv»� Ä¯� É{�YÂ»� �{� 0Z�Â�y

�cZ^�Zv»
Ã{Z¨f�Y�Ê§{Z�e�{Y|�Y��Y�Ä »Zm�®Ë��Y�Ê§{Z�e�É�Y{�]Ä¿Â¼¿�ÉY�]�¾ÌÀr¼Å� �ºË�Y{�Ê§{Z�e�{Y|�Y�|·Â»�Ä]�kZÌfuY�É�Z�ÄÌ^���Â�À»�Ä]
{�]�Z¯�Ê§{Z�e�{Y|�Y�|Ì·Âe� �{Â�Ê»�Ã{Z¨f�Y��Â·�Z¯d¿Â»�É�Z�ÄÌ^���Ê§{Z�e�{Y|�Y��Y�¶°�»�É{|��¶WZ�»�¶u�ÉY�]� 0Z� ]� �{Â�Ê»

�{�Y{��É�Z´¿�»���cY�]Zz»�¾fyZ��¾¼ËY��{�Ê¼Æ»��ZÌ�]

�Ê§{Z�e�{Y|�Y�È·Z^¿{
|ÀËM�§�È¿Â¼¿�È·Z^¿{��Å� �|ÀËÂ³�Ê§{Z�e�{Y|�Y�È·Z^¿{� Y� Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»�ÉZÅÄ¿Â¼¿��Y�ÉYÄ·Z^¿{x , x , x , , x , i.i.d.… …

x i.i.d. x ( )���ZÅ ½{Â] �]��Á��»
1 2 3 n

i n
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,{�¯�|Ì·Âe�½YÂeÊ»��eÂÌb»Z¯�È¸Ì�Á�Ä]�Är¿M� �d�Y��Ë~a½Z°»Y�Ê§{Z�e�Ê°Ë�Ì§� Ç|Ë|a�®Ë���Âe��¬§�Ê§{Z�e� {Y|�Y�|Ì·Âe� 0Zf Ì^�
Ê·Á� ,|¿Â�Ê»�|Ì·Âe �Â��Ä]�Ê¼fË�Â´·Y���Âe�ÊÀ Ë� ,d�Y Ê§{Z�e�Ä^��{Y|�Y� È·Z^¿{Deterministic (Pseudo Random)
Ê���]� Y��Ä·Z^¿{�½{Â]�Ê§{Z�e�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁ�ÊËZÆ¿Â»�M� �|À��Ê»���¿�Ä]�Ê§{Z�e� Y~·� Á�|Àf�Å� Y�Y{� Y��Ê§{Z�e�{Y|�Y�È·Z^¿{��YÂy

�|¿YÃ|»M�[Zf¯���¶�§��{�Á�|ÀÀ¯Ê»

È·Z^¿{�|Ì·Âe�Y|f]Y�,ºÌÀ¯�|Ì·Âe�Y��Ã|��Ã{Y{ �Ë�Âe�Z]��Ê§{Z�e�ºÌËÂ³Ê»�0Zv»Z�e�| ]�Ä]�¾ËY��Y��Ê§{Z�e�Ä^��{Y|�Y�È·Z^¿{�Ä°ÀËY�ÉY�]f
�ºÌÀ¯Ê»�Ê���]�Y��dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe�Z]�Ê§{Z�e�{Y|�Y

x



�

�ºË�Y{�0Ôj»

�dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe�Z]�Ê§{Z�e�{Y|�Y�È·Z^¿{�|Ì·Âe
¾Ì���{�Ä¯��Á��®Ë� �d�Y�Ã|���Z¯��ZÌ�]�ÄÀÌ»��¾ËY��{�Á�{�Y{�Ê¿Â³Z¿Â³�ÉZÆ�Á��dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe� Z]�Ê§{Z�e�{Y|�Y�È·Z^¿{�|Ì·Âe

�|�Z]Ê» ºfË�Â´·Y�,d�Y�[Â¸�»�Ê¸Ìy�½{Â]�Ê§{Z�e���¿��Y�½M��Y�¶�Zu�È·Z^¿{�,½{Â]�Ã{Z�Lehmer

�É�ÁM{ZË�ºÌ�ËÂ¿Ê»�c�Â��¾ËY��{� �|�Z] ÃZ³�Å�,� ²ÀÅ��{�d�Y d�ÆÀ¼Å ºÌËÂ³a b ��kn n b (Conquence) a�

a b n� mod

��mod
��mod

17 1 4
19 3 16
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� ºfË�Â´·YLehmer

n n �1z az m� mod
�ÊÀ Ë

z a z mod m�

{Â�Ê»�[Zzf¿Y�É�Â� {|�� �|�Z] �Y��f°qÂ¯�Á�ÃYÂz·{�É{|� Á�Ã{Â]�±��]��ZÌ�]�µÁY�{|��®Ë ºÌÀ¯Ê»���§a m m z m�

º¼Ë�¯Z»�Ä·Z^¿{��Y�°e�{ÂË�a�\Ìe�e�¾ËY�Ä]� ��{Â]�|ÅYÂy �c�Â��¾ËY��{� �Ä¯��mod �� � � ��moda 1 m n m 1 : a 1 m
��|¿Â�Ê»��ÅZ���Z]�®Ë��¬§�Á�®Ë Ze {Y|�Y�ÈÌ¸¯�Á� {Â�Ê»m 1 1 (m 1)�

�d§�³���¿��{�Y� Á ½YÂeÊ»�0Ôj»a 2 1 m 2 1� �

n
n 0

0
m 1 n�

7 31

�

��

�ºË�Ì´]��³Yi
i

zu(0,1) u m u
m

���§�½YÂeÊ»�ÊÀ Ë� �|��Ê»���¿�Ä] dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe�Z]�Äf�ÂÌa�ÉYÄ·Z^¿{ , Ê³��]�Ä]�ÄmÂe�Z]�,
� �Ä¯�{�¯u ∼ u(0,1)

i

�|À¯Ê»�|Ì·Âe�Z¼��ÉY�]�dyYÂÀ°Ë�Ê§{Z�e�È·Z^¿{ �Y�§Y¹�¿MATLAB



�

�Â° »�¶Ë|^e��Á����
½{�¯�{���Á����
�Zy�ÉZÅ�Á����

� �Â° »�¶Ë|^e��Á����(Inverse Transform Method)

�Ë�Âe�ÉY�Y{ c�Â��¾ËY� �{� ,|�Z] Èf�Z^¿Y��Ë�Âe�ÉY�Y{ Ê§{Z�e� �Ì¤f»��³Y�Ä¯�ºË|Ë{�½M�ÉZÆÀË�¼e� Á���¶�§� �{u F( x) F x�

|ÅYÂy Èf�Z^¿Y��Ë�Âe��]Ze�ÉY�Y{ c�Â��¾ËY��{�,|�Z] �³Y��°��Ä]�Á�{Â]�|ÅYÂy dyYÂÀ°ËF x ��F ( u) u ∼ u(0,1) u(0,1)
�{Â]

�ºË�Ì´]�d�Y�Ê§Z¯�,ºË�Z�]�Y� Ç|��Ã{Y{��Ë�Âe��]Ze�Z] Ê§{Z�e��Ì¤f»�½M�ÉÁ���Y�ºÌÅYÂz]�Á�|�Z] �Ë�Âe�ÉY�Y{ �³Y��Ì¿�ÁG y F x

�1

P
G (F( ))y � x��	�


dyYÂÀ°Ë

Èf�Z^¿Y��Ë�Âe�ÉY�Y{G

1�
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�ÃYÂz·{��Ë�Âe�Z]�Ê§{Z�e�{Y|�Y�È·Z^¿{�|Ì·Âe



�

��dyYÂÀ°Ë�ÉÁ���Y��ÊËZ¼¿�Ê§{Z�e��Ì¤f»�|Ì·Âe����µZj»

��a

x��F(x) 1 e� �

1�

��x

x F ( u)
1u ��F( x) ��1 ��e �����x ��ln(1 ��u) ��x ��� ln(1 ��u)

u ∼ u(0,1) 1 u ∼ u(0,1)

�

�
� �

i i
1x ln u���
�
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�Ê¸ËY��Ê§{Z�e��Ì¤f»�|Ì·Âe����µZj»

��a

� �
�

2 2

2 2
y y

2 2
2

� �yf(y) e , F(y) 1 e� � �

� �

2

2 2 22
�

y

u ��F( y) ��1 ��e ��y ���2 ln(1 ��u)

�2
i iy 2 ln u� �

,|�Z] �f»Y�Za�Z]�ÊËZ¼¿��Ë�Âe�ÉY�Y{ �³Y�0ZÀ¼�x� ii iy x��f»Y�Za�Z]�Ê¸ËY���Ë�Âe�ÉY�Y{�2 1
2

��{Â]�|ÅYÂy
�
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- �ºË�Y{�Y|f]Y���Á�i j 1���

�ºÌÀ¯Ê»�|Ì·Âe��� �Ë�Âe�Z]��Y� ��f x

f (x) f(x)�
��d�Y �Y�¶¬f�» ��ºÌÀ¯Ê»�|Ì·Âe�� ��dyYÂÀ°Ë��Ë�Âe�Z]�Y� ��x u u(0,1) u

1 0 u 1
f (u) � 0 otherwise

� ��
�
�

�³Y���

i

x

i

u

i
i

i

g(x )
x j ��j ��1 i i ��1 y ��x u

��f(x )
�¾ËY�c�Â��¾ËY��Ì£��{� ��µÁY�¹|«�Ä]�d�³�Z]�, Á ��ºÌÅ{Ê»��Y�« ,|�Z]

��µÁY�¹|«�Ä]�d�³�Z]�, ��ºÌÀ¯Ê»�{��Y�i i 1�

j i�i

�
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� ½{�¯�{���Á����(Rejection Method)

�ºÌÀ¯�|Ì·Âe�Y��� Èf�Z^¿Y��Ë�Âe� Ê·Z´q��]Ze�Z] Ê§{Z�e�È·Z^¿{�ºÌÅYÂyÊ»�½ÂÀ¯YG g y
��Á�d�Y�|Ì·Âe�¶]Z«��� Èf�Z^¿Y��Ë�Âe�� Ê·Z´q��]Ze�Z] È·Z^¿{����§F f x

i

i
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u ∼ u(0,1)
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��ºË|Ë{�0Ô^«�Y��½M�Ê´¿Â´q�Ä¯��ºÌÀ¯Ê»�|Ì·Âe�ÊËZ¼¿ Y|f]Y��axi
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v ∼ u(0,1)
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�ºÅ��Y�¶¬f�»�Á�{�Y|¿Zf�Y�µZ»�¿�È·Z^¿{�Á{�|Ì·Âe�-µZ»�¿�È·Z^¿{�|Ì·Âe�ÉY�]�É�´Ë{��Á�����µZj»
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y
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�²¿Ó�Y�Ê§{Z�e�È·Z^¿{�|Ì·Âe����µZj»
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� Â·�Z¯d¿Â»�É�Z�ÄÌ^�(Monte Carlo Simulation)

�|ÀËÂ³�Â·�Z¯d¿Â»�É�Z�ÄÌ^��Y���Ê§{Z�e�È·Z^¿{�|Ì·Âe�Z]��É�Z»M��Á����Âe�Ê§{Z�e�Ì£�dÌ¼¯�®Ë�½{�ÁM�d�{�Ä]

�ºÌÀ¯�[Z�u�Y���Ë��µY�´f¿Y�ºÌÅYÂyÊ»�|ÌÀ¯���§����µZj»

��ºË�^]�Ã{Á|v»�¾ËY�Ä]�ºÌ¿YÂeÊ»��Ì¤f»��ÌÌ¤e�Z]�ºÌÅYÂz]�Y��É�´Ë{�Ç{Á|v»��{�µY�´f¿Y��³Y�
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Ä]�Ä¯�ÊËZÆ·ZÀ´Ì��ÉÁ���Y�0Ôj»� �d�Y ¾Ì¼ze�,{�Y{�©�]�Ê�|ÀÆ»��{�ºÅ�É{ZË��{�]�Z¯�Ä¯��Z»M�ºÆ»�huZ^»��Y�Ê°Ë(Estimation)
� ºÌ¿�]�¾Ì¼ze�Y��µZÀ´Ì��µZ��Y��]ZÀ»�ZË��^À»�{Á�Á�ÈËÁY��ºÌÅYÂyÊ»�d�Y�Ã|Ì���ÄËY�M�ÉZÅ¾f¿M(Direction Finding)

��f»Y�Za�¾Ì¼ze
� �ÊÀ Ë�,{�Y{���Y{�]�ZË��·Z°�Y� ¹Â¸ »Z¿��f»Y�Za�Ä]�Ê´f�]�Ê·Á�,d�Y�Ê�z�»��Â¿�ÉY�Y{ Ê§{Z�e��Ì¤f»��Ë�Âe�|ÌÀ¯���§f(x; ) x� �
Z]�Ä¯�d�Y�¾ËY�ZnÀËY��{�Z»�¥|Å� ��É�Y{�]� ��¹Â¸ »Z¿��¿ZË�YÁ�Á�¾Ì´¿ZÌ»�Z]�ZË���·Z°�Y� ��¹Â¸ »Z¿��¿ZË�YÁ�Á��¨��¾Ì´¿ZÌ»�Z]�µZ»�¿�0Ôj»� �

���f»Y�Za�¾Ì¼ze��ºÌ¿�]�¾Ì¼ze�Y� Ê§{Z�e��Ì¤f»�¾ËY�ÉZÅÄ¿Â¼¿�dËQ��
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� ÉYÄ�¬¿�¾Ì¼ze(Point Estimation)

� Ç�Y|¿Y�Z] È¿Â¼¿n x
1

n

ˆ g( x) , x
��x �
� ���� � #� �
� �� �x
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� ���� � #� �
� �� �

g( x)��|�Z]Ê»�Ê§{Z�e��Ì¤f»�®Ë�{Ây�Y~·�Á��d�Y�Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��Y�Ê ]Ze

Äf�Y|¿�Ê´f�]�Ê»Â¸ »Z¿��f»Y�Za�Ä]�Ä¯�Y���ZÅÄ¿Â¼¿ Ê§{Z�e�ÉZÅ�Ì¤f»��Y{�]�ZnÀËY��{��Ê§{Z�e��Ì¤f»�|Àq�ZË�®Ë��Y�Ê ]Ze�0ÓÂ�Y�i.i.d.
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� �ÁZf�³��Á�(Method of Moments)
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� dz]�º¼Ë�¯Z»��Á�(Method of Maximum Likelihood)

É�|«�½M�È^�Zv»�Äq��³Y� �d�Y�µÁY|f»��ÁZf�³��Á���Y��Ì]� ,{Â�Ê»�Äf¨³��Ì¿�ÊËZ¼¿d��{�º¼Ë�¯Z»��Á��½M�Ä]�Ä¯��Á��¾ËY
�d�Y�Ã|���Z¯�{ZË��Ê¸Ìy��Ì¿�½M�Ê�ZË���YÂy�ÉÁ�� �d�Y��f¸°�»

�|ÀËÂ³Ê»��� ÉY�]� dz]��]Ze�Y� \�u��] ÊÀvÀ»(Likelihood Function) f(x; )� � �

,d�Y�º¼Ë�¯Z» ¹Y|¯�ÉY�] ÊÀ Ë�,{�Y{� Y���Â«Á�ÉY�]�dz]�¾Ë�f�Ì] ¹Y|¯�Ä¯�|¿|Ì��aÊ»�Z»��Y�Á�{Â]�¹Â¸ » �³Y� �x f(x; )dx x
Ä¿ZÌ»�, �ZÌ »��{�Á�¾Ì´¿ZÌ»�, �ZÌ »��{�Ê·Á�- �ÊÀ Ë��{Â]�Z»��ÊËÂ´�Ìa��[YÂm ÊÀvÀ»�®Ìa�¶v»mae mse x x f(x; )� �ˆ
º¼Ë�¯Z»�¶v»�,Ã|��dËQ� ¾ËY�Ä]�ÄmÂe�Z] ¾Ë�e¶¼fv»� �d�Y�Ã|��dËQ��Ê�Zy �Y|¬»�Á�d�Y�¹Â¸ »Z¿ �°��Ä]�µZu� ��|�Ê»� �x x

�d�Y�dz]��]Ze
ˆ ˆ: f(x; ) f(x; )����� ���� � � �
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�Ä¯�{Y{�½Z�¿�½YÂeÊ»�Ê³{Z��Ä]

ˆg( ) g( )� � �
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�ºË�Y{ cY|ÅZ�»�Ä°¸]�,ºË�Y|¿�Ã|ÅZ�»�®Ë��¬§�0ÓÂ¼ »��ÄmÂei.i.d.
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�ºË�Y{�¶^«�µZj»��{

�d�Y{�ºÌÅYÂy��a

n
2
i

i �1

c xn 2n
x i

i 1
n n

2
x i i

i �1 i �1

�

�

f (x; ) c ( x )e

cln f (x; ) n ln c ln x x
2

���

� ��� � �

�
�

� �

n
2
i ML n

2i �1
i

i �1

xln f (x; ) n 1 2n
� � � � ˆ �x 0 c
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x

� �
�
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�|ÀÀ¯Ê»�¶Ì»��¨��d¼��Ä]�¾Ì¼ze��¿ZË�YÁ�Á�¾Ì¼ze��ZËZ]�, ÉY�] ¾Ì¼ze��{�0ÓÂ�Yn ML����

�Ê§{Z�e��Ì¤f»��Y|¬»�Ç|ÅZ�»��Z] �Z�Y�]�µZ»�¿��Ë�Âe��¿ZË�YÁ�Á�¾Ì´¿ZÌ»�ÉY�] ¾Ì¼ze�È^�Zv»��µZj»n ML
�
���� ���

�

���� �
�

� �
��

�
� � �

2
i

2
(x )n n

2 2 2x i 2
i 1 i 1

n 2
2 2 i

2
i 1

n 2
i

ML2
i 1
n 2

i
2 2 2 2

i �1

�
�

� �

�

�

x

x

x

1f (x; , ) f(x ; , ) e
2 �

1 (x ��)ln f (x; , ) ln(2 )
2 2

��̂(x ) 1ln f ˆ00� ˆ n

ln f ˆ� � 1 1 (x )��0 0
2 ˆ ˆ2( )

� �

� �
� � � � �� �� �

� �

��� � � ��� ��� �� � �� �� � ��
� � �� �� � � ��� � ���

� �

�

�

� � �

n

i
i 1

n
2 2 2
ML i ML

i 1

�

�

x

� 1 ˆˆ � � �(x )
n

�
�
��
�

�
��

s

�

�

{�Â»��{�Äf^·Y�Ä¯�2lËZf¿�¾Ì¼Å�Ä]��Ì¿� �ÁZf�³��Á���{��{Á�Ê»�¾Ì]� �Y��ZËZ] ÉY�]�Äf^·Y� �d�Y��Y{�ZËZ]�¾Ì¼ze� ,n ����
��ºË{Â]�Ã|Ì��� �2 2 2 4

2
n 1 2(n 1)E( ) , var( )

n n
� �

� �s s

www.AbarProject.ir



��
www.AbarProject.ir

� ÉYÄ¸�Z§�¾Ì¼ze(Interval Estimation)

ÉY�]�Ä°ÀËY�ÉZm�Ä]� ZnÀËY� �{xÈ�¬¿�®Ë� ,Ã|��dËQ�g(x)Ä] Ä¯�ºÌÀ¯Ê»�ÄWY�Y� Y��Ä¸�Z§�®Ë� ,ºÌÅ|] ¾Ì¼ze�½YÂÀ��Ä]� Y�� �
È�¬¿�®Ë�Ä°ÀËY�ÉZm�Ä] ÉY�]� 0Ôj»� �{�Y{��Y�«�Ä¸�Z§�½M��{�{ZË��µZ¼fuY�xÊ§� »�Y��ÉYÄ¸�Z§�,ºË�Ì´]���¿��{�¾Ì¼ze�½YÂÀ��Ä]� Y�

�Y|¬»�Á{�ÊÀ Ë� �d�Y�½M�¶yY{�{ZË��µZ¼fuY�Ä] Ä¯�ºÌÀ¯Ê»�1 1g (x)���Á2 2g (x)� ����|�Z]�ZÆ¿M�¾Ì] Ä¯�ºÌÀ¯Ê»�Y|Ìa�Y�
�|Àf�Å�½ZÌ]�¶]Z«��Ë��c�Â��Ä] Á Ç�Z»M�Á{��a� �{Â]�|ÀÅYÂy�cÁZ¨f» Á ,|À�Z]�Äq�cY|ÅZ�»�Ä°ÀËY�Ä]�Äf�]� � � �2 1 2 1

1 1

2 2

����g ( x)
g ( x)

�
�����

Ä°ÀËY�Ä]�Äf�]��d�Y�Ê§{Z�e�ÉYÄ¸�Z§��Ì¿�Ä¸�Z§�Y~·�Á� x�d�Y�Ê§{Z�e�È¸�Z§�¾ËY�¶yY{�É{ZË��µZ¼fuY�Ä] {|��Ä¯��|�Z]�Äq

Y� Á 5½ZÀÌ¼�Y� È¸�Z§� Y� È¸�Z§� ,|�Z] �³Y(Confidence Interval) 1 ( , ) P{ } 1� � � � ��������� � ���
�{Â�Ê»��ZÌfyY���
��ZË����ZË�����]Y�]�0ÓÂ¼ » �|ÀËÂ³ ½ZÀÌ¼�Y�t��(Confidence Level)�

1 2 1 2�
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µ{Z » Á Ä¯ Z] È «YÁ� ,|�Z]� YÂÀ°Ë� Ê ]Ze �³Y� 0ZÀ¼�q( ) q( ) { } { } q( )��� � ��� � ��������� ��������� ��� �
�Y~·�Á�{Â]�|ÅYÂy

P{ } P{ } 1��������� � ��������� � ���

�{Â]�|ÅYÂy , ÉY�]�,|�Z] ,� ÉY�]�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§��³Y��a(q( ��),q( ��)) q( �) ( ��, ��) �

2 2 1 1 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

�Y|¬»� Á� Ã|� �Ä¯�ºÌ]ZÌ]�½ZÀq� Y� Á �]YÂe�Ä¯�d�Y�½M�ÉYÄ¸�Z§�¾Ì¼ze� �{�¥|Å����� ���������� ��� � �P{ } 1
�ºÌÀ¯Ê»�¶u�Y��½M�Ê¼Æ»��Zy�{�YÂ»��{�Z»�Á�d�Ì¿�Ã{Z��Ä¸X�»�¾ËY�¶u�Ê¸¯�d·Zu��{� �|�Z]�¶«Y|u

2 1 1 2 2 1
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��¿ZË�YÁ�½{Â]�¹Â¸ »�c�Â���{�¾Ì´¿ZÌ»�ÉY�]�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§
¹Â¸ »Z¿�¾Ì´¿ZÌ»�ÉY�Y{ Ê§{Z�e��Ì¤f»��³Yx��¿ZË�YÁ�Á�2

iÊ§{Z�e��Ì¤f»�¾ËY��Y 5 ÉZÅÄ¿Â¼¿�Á�|�Z](i 1, 2, , n) x i.i.d.� …
�ºË|Ë{�Y���Ë��ÉYÄ�¬¿�¾Ì¼ze�,ºÌ�Z]�Äf�Y{�]

n

i
i 1�

1
n

�x x ��Ä¿Â¼¿�¾Ì´¿ZÌ»� �� �
2

2
xE( x) ,

n
� � �

n

i
i 1�

1x x
n

� ��Ã|��Ã|ÅZ�»�È¿Â¼¿�¾Ì´¿ZÌ»�

È¸�Z§�®Ë�ºÌÅYÂyÊ»�µZu1 � ( x ��a, x ��a), µZ¼fuY�Ä]�Ä¯�ºÌÅ{�ÄWY�Y���|�Z]�Ä¸�Z§�¾ËY�¶yY{



��

�ÊÀ Ë

,±��] ÉY�]�É�¯�»�|u�ÈÌ�«�Ä]�ÄmÂe� Z]� ,|�Z^¿�µZ»�¿ �³Y�Êfun xx�ÊÀ Ë� ,d�Y�µZ»�¿� 0Z^Ë�¬e��
2

x ∼N( , )
n

�³Y��a� �

�ºÌÀ¯�¦Ë� e�
�
n

�
�

xz z�Y~·�Á��0Z^Ë�¬e��{Â]�|ÅYÂy�{�Y|¿Zf�Y�µZ»�¿ ,

1 2
P{ z z z} 1 z z��� � � ��� � � �� ( )f z

z

z

1 2
z ��1 2

z�

1

��

�� 2
�

2
�

ÉY�]�0Ôj»��0.05��ºË�Y{�µÁ|m�Ä]�ÄmÂe�Z]�,
1 1� �G (0.975) D (0.95) 1.960� �

0.975z 1.960�
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�ZÌ »�¥Y�v¿Y�Z]�µZ»�¿��Ë�Âe�ÉY�Y{�µÂ�v»�®Ë�µÂ���µZj»� 4 mm�|Ë�ÁM�d�{�Ä]�¾Ì´¿ZÌ»�ÉY�]�Y������½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§� �d�Y
�|�Z] Ä¿Â¼¿�¾Ì´¿ZÌ»�,ÊËZe����È¿Â¼¿�®Ë��{��³Y101mm

� �4 4101 1.96 101 1.96 99.57 102.43
30 30

� � � � � � �
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�d�Y{�ºÌÅYÂy�dËZÆ¿��{��a
�

�1 12 2
P{ z z } 1

n

�
� � � � ���

x
� �� �

� ��1 12 2
P{ x z x z } 1n n� � � � � ��� ���f»Y�Za�¾Ì¼ze� �� �

�ºË�Y{�¾ÌÀr¼Å
� �� �1 12 2

P{ z x z } 1n n� � � � � ��� ��ÊÀÌ]�Ìa� �� �

5½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§��a1��ÉY�]���Y�d�Y�c�Z^��¹Â¸ »��¿ZË�YÁ�d·Zu��{
� ��1 12 2

x z x zn n� � � �� �� �
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Ä¯�d�Y�¾ËY�ºÆ»�Z»�ÉY�]�ÊÅZ³� �Ä]�c�Â��¾ËY��{� �Ä¿�ZË�d�Y��f¼¯�Ê�Zy��Y|¬»��Y �°��Ä]�ZË�Ä¿�ZË�d�Y��f�Ì]�Ê�Zy��Y|¬»��Y
�ºË�Y{�kZÌfuY�Ä§��°Ë�È¸�Z§

P{ z z} 1 z z� � ��� � � 1 ��
�

� 1P{ z } 1
n

�
� � � ���

x

��Y�d�Y�c�Z^��d�Y��d¼� ½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§��a1 �

��

�
�� 1P{ x z } 1n� � � ���

��Y�d�Y�c�Z^��`q�d¼� ½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�,Ä]Z�»��Â��Ä]1 �

��

�
�� 1P{ x z } 1n� � � ���

�´Ë{�,|�Z^¿�±��]�ºÅ Á�|�Z^¿�µZ»�¿ �³Y�n x

��

xÉZËZ�«��Y�½YÂeÊ»�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�½{�ÁM�d�{�Ä]�ÉY�]�Á�{Â]�|ÅYÂz¿�µZ»�¿�0Z^Ë�¬e
��{�¯�Ã{Z¨f�Y�¥ÂÌ¿�q�ZË�¦�Ì^q

f (z)

z

z

1z

1 �

��

�
�

½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�,¶^«�µZj»��{��µZj»1���|Ì]ZÌ]�Y��d�Y��d¼�

� �40
��101 � 1.645 � ��99.80

30
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��¿ZË�YÁ�½{Â]�¹Â¸ »�½Á|]�¾Ì´¿ZÌ»�ÉY�]��½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§��ÉYÄ¸�Z§�¾Ì¼ze�È^�Zv»
�ºÌÅ{��Y�«�©Â§�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�È�]Y���{�Á�Ã{��¾Ì¼ze�ºÅ�Y���¿ZË�YÁ�{Ây�Ä¯�d�Y�¾ËY�|��Ê»���¿�Ä]�Ä¯�ÊËZÆÅY���Y�Ê°Ë

�
n

2 2
i1 12 2 i 1

� �� �
�

1s sx z x z s (x x)n n n 1
� � � � � � �

� �

�f°qÂ¯�ÉZÅ ÉY�]�Á�d�Y ½Z¼Å�0Z^Ë�¬e�µZ¼fuY�Á�d�Y�Ê]Ây�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�,Ä¸�Z§�¾ËY ±��]�Ê¸Ìy ÉY�]n 1 (n 30) n��� �
�d�Y�¾ËY��Y��Ì]�É�|«�Ê «YÁ ½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§��´Ë{�c�Z^��Ä]� �d�Y �Y��f¼¯�,|�Z]�Ã{Á|v»�¾ËY�¶yY{ Ä°ÀËY�µZ¼fuY1 1��� ��� �

�Y|¬»��Y�¶¬f�»�Ä¯�ºÌÀ¯Ê»�ÄmÂe��ºË�Y{
�T ∼ t(n 1)

n

�
� �

x
s

��a

1 2
t ��1 2

t�

1

��

��1 �� 2
�

2
�

1 2
t t (n 1)� ���P{ t T t} 1��� � � ��� �
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�Y~·
�1 12 2

P{ x t (n 1) x t (n 1)} 1n n� � � � � � � ���s s� �� �

½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§��a1����Y�d�Y�c�Z^��¹Â¸ »Z¿��¿ZË�YÁ�d·Zu��{�Ä »Zm�¾Ì´¿ZÌ»�ÉY�]
�1 12 2

s sx t (n 1) x t (n 1)n n� � � � � �� �� �

½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�,|�Z]�Ã|»M�d�{�Ä] �]Y�]�Ä¿Â¼¿��ZÌ »�¥Y�v¿Y�Á�Ã{Â]�¹Â¸ »Z¿�Ä »Zm��ZÌ »�¥Y�v¿Y�,¶^«�µZj»��{��³Y��µZj»3.91mm
�|Ë�ÁM�d�{�Ä]�Y��Ä »Zm�¾Ì´¿ZÌ»�ÉY�]����

�ºË�Y{�µÁ|m�Ä]�ÄmÂe�Z]
�d�Y �Y��f³��] Ä¯�ºÌÀÌ]Ê»�t (29) 2.05 1.96 2.05�0.975

� �3.91 3.91101 2.05 101 2.05 99.54 102.46
30 30

� � � � � � �

��|���f³��]�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�,d�Y�Ã|���f°qÂ¯ Ä]�d^�¿ Ä°ÀËY�{ÂmÁ�Z]�s�
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�Ä «YÁ�®Ë�µZ¼fuY�ÉY�]�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§
ÉYÄ�¬¿�¾Ì¼ze� �|f§YÊ»�©Z¨eY È «YÁ��Z] Á�ºÌÀ¯Ê»��Y�°e��Z] Y��Ê§{Z�e��ËZ»�M� � �Ä¯�|Ë�Ì´]���¿��{�Y� È «YÁA k n � AP(A) p

ZnÀËY��{kˆp n p n���� �ÉY�]�Y��½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�ºÌÅYÂyÊ»�µZu� �|À¯Ê»�¶Ì» Ä] ÉY�]�±��]�{Y|�Y�½Â¿Z«�Ä]�ÄmÂe�Z]�Ä¯�d�Y
p�ºË�ÁM�d�{�Ä]

�ºË�Y{�,ºÌÀ¯�¦Ë� e È «YÁ�Z]���ZÀf»��¨���®Ë�Ê§{Z�e��Ì¤f»�Y� �³YA x

� �

��

2

2
x x

x x

p , pq
pq kp , , xn n

� �

� � �

��±��]�0Zf^�¿ ��§�Z]��ºÌf�Y{�¾Ì´¿ZÌ»�¾Ì¼ze�{�Â»��{�Är¿M�ª^���an

1 12 2

pq pqP{ x z p x z } 1n n� � � � � ���� �� �

ÊÀ Ë�,�¿ZË�YÁ�Ê·Áp(1 p)
n
��ºË�Y{��Á��|Àq�¶°�»�¾ËY�¶u�ÉY�]� �d�Y��^e�»��¾Ì¼ze�{�Â»��¾Ì´¿ZÌ»��Y|¬»�Ä]�{Ây�,
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�Ä¿Y�Z¯Ä�§Zv»�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§
pqZ]�d�Y��]Y�]��j¯Y|u1

4�d�Y{�ºÌÅYÂy��a� �

1 12 2
k k1 1z p zn n2 n 2 n
� � � �� �� �

��d�Y�¾ËY��Y��f¼¯�Ê «YÁ ½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�1 ��

�Ê^Ë�¬e�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§
�Y��f°qÂ¯�Ê¸Ìy�d�Y�¾°¼» ¶^«��Á���{�½Âq� �ºÌÀ¯Ê»�Ã{Z¨f�Y�½M�¾Ì¼ze��Y ÉZm�Ä]��Á��¾ËY��{pq p1

4Êf«Á��|�Z]p

®Ë{�¿1
2,±��] ÉY�]�ºÌËÂ´]�Ä¯�d�Y�¾ËY��fÆ]�\Ë�¬e�,�|�Z^¿nkˆ ˆp p p p x n� ��Y ÉZm�Ä]�µÂ»�§��{��a� �d�Y�®Ë{�¿ Ä]

�ºÌÀ¯Ê»�Ã{Z¨f�Y

1 12 2

k k k k(1 ) (1 )k n n k n nz p zn nn n
� �

� � � �

��d�Y�¾ËY��Y��Ì]�É�|«�Ê «YÁ�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�

� �� �
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�ÊÀ Ë

�ºÌÀ¯Ê»�¶u�Y���Ë��¹Á{�Äm�{�È·{Z »

��Y�d�Y�c�Z^��½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§

�ªÌ«{�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§

1 12 2

pq pqP{ x z p x z } 1n n� � � � � ���� �� �

2
1 �2 2

�z
P{(p x) p(1 p)} 1

n
� � � � ���

2
12 2

1 2

��zk(p ) p(1 p) p ,p
n n

� � � �

1 2p p p� �
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�ªÌ«{�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§
2

2
1 2

1.96(p 0.3) p(1 p) p 0.261,p 0.342 0.261 p 0.342
500

� � � � � � � � �
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Y������½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§� �|ÀÀ¯Ê»�Ê³|¿���¬§��y��Ë���������YÂ¿Zy�����Ä¯�d�Y�Ã|��Ä�uÔ»�½Y�Æe��{��YÂ¿Zy�����Ê���]�Z]��µZj»
�|Ë�ÁM�d�{�Ä]�,|ÀÀ¯Ê»�Ê³|¿���¬§��y��Ë��Ä¯�ÊËZÅÃ{YÂ¿Zy�|��{�ÉY�]

k 150 , n 500 , 0.05� � ���

�Ä¿Y�Z¯Ä�§Zv»�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§
150 1.96

� � 0.3 ��0.044 �� %30 ��%4.4
500 2 500

�|ÀÀ¯Ê»�Ê³|¿���¬§��y��Ë��¹{�»�|��{���
��Á�|��{���
��¾Ì]�ÊÀ Ë

�Ê^Ë�¬e�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§

�|ÀÀ¯Ê»�Ê³|¿���¬§��y��Ë��¹{�»�|��{����Á�|��{����¾Ì]�ÊÀ Ë

� 0.3 ��0.040 �� %30 ��%4.0150 0.3 0.7
��1.96

500 500
�



��

�Ê§{Z�e��Ì¤f»�®Ë��Ë�Âe��]Ze�ÉY�]�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§
F(x) P{ x x}� �

�c�Â�� Ä]� Äf�Z^¿Y� �Ë�Âe� ÉYÄ�¬¿� ¾Ì¼ze� ºÌ¿Y{Ê»xnF̂(x)
n

�,ºÌf�Y{� µZ¼fuY� ¾Ì¼ze� �{� Är¿M� ª^�� �Ì¿� ZnÀËY� �{ �d�Y
�ºË�Y{�Ê^Ë�¬e�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]� �ºÌÀ¯Ê»�¶¼�

x x x x
x x

1 12 2

n n n n
(1 ) (1 )n nn n n nz F(x) zn nn n
� �

� � � �

1 F(x)�{�Y{��Y�«�©Â§��Ê§{Z�e��È¸�Z§��{ µZ¼fuY�Ä]�Ê «YÁ�

�{�Y{�Ê´f�] Ä]�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§�¾ËY�Äf^·Yx

� �� �

�

��Ë�Âe��]Ze�ÉY�]�É�´Ë{�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§
ˆP{max F(x) F(x) c} 1

x
� � � ���

������¶«YÓ�0Ôj»��±��] ÉY�]�¥Á�³Â¼·Â¯�¾Ì¼zen

1c ln
2n 2

�� �
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�Ä »Zm�Á{�¾Ì´¿ZÌ»�cÁZ¨e�ÉY�]�½ZÀÌ¼�Y�È¸�Z§
¹Â¸ »Z¿�ÉZÅ¾Ì´¿ZÌ»�Z] Á Ê§{Z�e��Ì¤f»�Á{y x�x xy y

2 2

x y

w

Á�¹Â¸ »Z¿�ÉZÅ�¿ZË�YÁ�Á� �
�

�
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